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1 Remarque préliminaire

Pour simplifier les formules, nous utiliserons un systéme d’unités dans lequel ¢ = ¢g = pg = 1.

2 Rappels de calcul vectoriel

e divrot =0
e rot grad = 0
o div grad = A

e rot rot = grad div — A

3 Force exercée sur un corps chargé dans un champ électromagnétique
Cette force vaut :

f=q(E+TAB)
ou :

e f est la force exercée sur le corps

q est la charge électrique du corpt
o Eestle champ électrique au point ol se trouve le corps
e U est la vitesse du corps

o Bestle champ magnétique au point ol se trouve le corps.

Avec des monopoles magnétique, le role des champs électriques et magnétiques serait inversés. La force totale devrait donc étre
de la forme :

f=qE+5AB)+qu(B-7AE)

ou qps représente la charge magnétique du corps.

4 Equations de Maxwell

Commengons par rappeler les équations de Maxwell :



. r0t§:5+%—§

ou p représente la densité de charge et j la densité de courant.
On constate une dissymétrie dans ces équations. Pour prendre en compte les monopoéles magnétiques, il suffit de les rendre
symétriques :

odivE:p
Odivész
omtE_":fj’Mf%—?

3_ 7 OE
e rot B=j+ %G
ou pjs représente la densité de charge magnétique et jy; la densité de courant magnétique.
5 Invariance de jauge et potentiels
On introduit un potentiel scalaire V et un potentiel vecteur A.

Ces potentiels vérifient la jauge de Lorentz : %—‘t/ + div A =0.
Ils sont liés aux source par les formules :

o« G -AV=)p

924 :
o 55 —AA=
Les champs E et B sont obtenus & partir des potentiels par les formules suivantes :

. E_":fgdefa—"Y

On vérifie les formules initiales :

e div E = —div grad V. — %div A=—AV+ %1‘2/ =p
e rot E = —rot grad V — %rot A= —%—Jf
o div B=divrot A=0
o rot Bi: rot rot A = grad div A—AA = —grad %—‘;—AA = —%grad V—AA= —%(—E—%—‘f)—AA = %—?—l—%%—AA =
it 5
Pour pregdre en compte les monopoles magnétiques, on introduit un potentiel magnétique scalaire Vs et un potentiel magnétique
vecteur Ajy.

Ces potentiels vérifient également la jauge de Lorentz : agy +div Ay = 0.
Ils sont liés aux source magnétiques par les formules :

2
o TV AV =p

21 .
L4 831?21\/[ —AAy =

Les champs E et B sont alors obtenus a partir des potentiels par les formules suivantes :
. Ez—gradV—%—f—rot A

. Bﬁz—gradVM—%—i—rot/Y

On vérifie les formules initiales :



e div E = —div grad V — @div A — div rot Ay = —div grad V — %div A=—-AV + th =p

o rot E = rot(—grad V———rot AM) = —rot grad V — rot A—rotrot Ay = ——rot A rot rot Ay = gt (§+grad Var+
agtf"f)—rot rot Ay ——%—?—agmd Vi — GO?QM —rot rot Ay = —%—]f 8g7‘ad Vi — 2 at2 L — grad div Ay + A4y =
aB

—JM — 6tgrad Vi — grad div Ay = —im — S5

o divB = —div grad Vi — Qdiv ffM +div rot A = AV + PV _ oM

at2
e rotB = rot( grad Vi — aAM Jr rot A) = —rot grad VM rot Ay + rot rot A = f—rot AM +rot rot A = dt(E
grad V49 ) + rot rot A 22 4 tgrad vV + 8t2 + rot rot A = 92 4 tgrad vV + 8t2 + grad div A—AA =
7+]+agradv+gmdde—j—|— S
6 Formulation covariante
Nous utiliserons une métrique de signature (4 - - -). Si I’espace est euclidien, le tenseur métrique vaut donc :
1 0 0 0
«_ |0 =1 0 0
B=1o 0 -1 0
0 0 0 -1
La force exercée sur un corps est :
J* = qFgo°
ou Fg désigne le tenseur électromagnétique :
0 £, E, E, 0 -E, -E, -E, 0 E, E, E,
o | Bz 0 B, -B, I 0 -B, By —E, 0 -B, By
Fg = E, -B. 0 B, B = E, B. 0 -B, Fap = -E, B. 0 -B,
E, B, -B, 0 E., -B, B, 0 -E, -B, B, 0
Avec des monopoles magnétiques, la force devient :
fe= ng‘vﬁ + qMﬁng
ou F désigne le tenseur électromagnétique dual :
0 B, B, B,
T 1 af 0 lgz 0 __lzz E
Iy = *59 ‘g TecpmFy = B, E. 0 _Ew
B, -E, E, 0

ou ¢ représente le symbole de Levi-Civita
ce qui correspond a Fg avec E et B échangés et le signe de E modifié, ce qui est cohérent avec la formule

f=q(E+TAB)+qu(B-0AE)

Les équations de Maxwell en formulation covariante :

o 0o FF =48
o D FP =0
avec
v
i’ = jz
J=

deviennent avec les monopoles magnétiques :



e 0, FoB — jﬁ
maB _ B
o 0, FF =gy,
Sans monopoles magnétiques, le champ électromagnétique s’exprime en fonction du potentiel par :
FP = 9 AP — 9P A~
Avec des monopoles magnétiques, la formule devient :
FoP = 0%AP — 9P A~ — P9, Any,,

On a également :

FoP = 9o AR, — 9P A, + P9, A,
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