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La connexion A, est le gradient de la phase ¢ : si on part d'un point xM avec une phase ¢ et qu'on se déplace vers x* + dx" on a une phase
otdo=9¢+A, dxM. Dans le cas général d'un champ de jauge non alélien (Yang-Mills) on a une phase ¢* qui devient ¢* + AO‘H dx", on

o parcourt les dimensions du groupe associé¢ au champ de jauge. Dans le cas de I'électromagnétisme, ce groupe est U(1) et n'a qu'une
dimension, donc on peut simplifier en supprimant l'indice a.

On a une analogie entre le potentiel A, et la connection :
Si on part d'un point x* avec un vecteur v¥ et qu'on transporte parallélement ce vecteur vers x* + dx", on a le vecteur x* - T vP dx°.
On remarque toutefois une différence : dans le cas du champ de jauge, on ajoute une phase Aa” dx" alors que dans la connection affine

on multiplie vP par la matrice 8", + '\ dx°. Je pressens la une analogie avec la différence entre algebre et groupe de Lie.

Le champ est défini par la variation de phase dans une boucle infinitésimale.
Supposons qu'on effectue une boucle P + dx + dy - dx - dy, en supposant pour simplifier que dx et dy sont dans les directions des
vecteurs de base du systéme de coordonnées.

P+dy <-------mmmmmmeenee P+dx+dy

On arrive en P + dx avec une phase ¢ + Ay dx. En P + dx, le potentiel est A, + 0y A, dx. On arrive donc en P + dx + dy avec une phase ¢
+ A dx + (Ay +0x Ay dx) dy

puis de méme en P + dx + dy - dx avec une phase ¢ + Ay dx + (Ay + 0y Ay dx) dy - (Ay + 0y Ay dy) dx

et on revient en P avec une phase :

O+ Ay dx+ (Ay + 0y Ay dx) dy - (A + 0y Ay dy) dx - Ay dy

qu'on peut simplifier en ¢ + (Ox Ay - Oy Ay) dx dy = ¢ + Fyy dx dy.

Dans ce calcul, pour simplifier j'ai supposé que le long d'un trajet le potentiel est celui correspondant a I'extrémité des plus petits x et y,
mais j'ai vérifié qu'en prenant le potentiel du milieu du trajet les termes supplémentaires (de la forme 1/2 0, Ay dxz) s'annulent et on
trouve le méme résultat.

Supposons maintenant qu'on va de P a P + dx + dy en passant par P + dx puis en passant par P + dy et on calcule la différence de phase.
On part de P avec une phase ¢, on passe en P + dx avec une phase ¢ + Ay dx puis en P + dx + dy avec une phase ¢ + Ay dx + (Ay + 0

Ay dx)dy =¢ + Ay dx + Ay dy + 0x Ay dx dy.

On part de P avec une phase ¢, on passe en P + dy avec une phase ¢ + Ay dy puis en x + dy + dx avec une phase ¢ + Ay dy + (A + 0y Ax
dy) dx=¢ + Ay dy + A, dx + 9y Ay dx dy.

La différence est :

o+Aydy + A dx+0, Aydxdy - ¢+ Aydx+Aydy+ 0 Ay dxdy

= (0y Ax - Ox Ay) dx dy = -Fyy dx dy.

On trouve 1'opposé de la premiere boucle car ici on tourne dans I'autre sens (-dy-dx+dy+dx).

Il y a une analogie entre le champ et la courbure qui correspond a la transformation d'un vecteur transporté le long d'une boucle
infinitésimale. Si on part de P avec un vecteur v* et on le transporte parrallélement vers P + dx, on obtient :

(8%, -TH, dxP) vV = vH-TH vV dxP

En P + dx, on a une connexion I'*, ; + 95 T*, ; dx°

En transportant le vecteur obtenu en P + dx (soit v* - F”Vp vV dxP) parallélement vers P + dx + dy, on le multiplie par

My - (TH + 05 TH,, dx©) dyP

et on obtient donc :

(BHy - (THyp + 0 THyp dx%) dyP) (v9 - TVog vF dx®)

=vh-THE VT dx5 - T, vV dyP - 05 TH vV dyP dx +TH, TV e v dx5 dyP + 04 oo Dy V° dx5 dyP dx°

On peut ignorer le dernier terme en dx? dy négligeable devant les termes en dx dy.
Il reste donc :

vH-TH VT dxS - Iy vV dyP - 05 TH, , vY dyP dx® + TH, TV e v© dx5 dyP
Symétriquement, avec le trajet P + dy + dx, on obtient :
vH-TH VT dy® - IHyo vV dxP - 05 TH, vV dxP dy® + TH, TV e v© dy® dxP

En faisant la différence, les termes V¥, T’ Hri VT dxS et F“\,p vY dyP s'annulent. Il reste :
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O THyp vV dx® dyP - 05 TH vV dxP dy® + T, o vV dxP dy® - T, F}‘Vp vV dxP dy®
= R“Vpc vV dxP dy°®
Un autre calcul similaire (moins clair & mon avis) se trouve dans http://vishnu.mth.uct.ac.za/omei/gr/chap6/node9.html
Une boucle -dy-dx+dy+dy multiplie donc vV par la matrice 8", + RH, 5 dxP dy®

Une boucle en sens inverse +dx-+dy-dx-dy multiplie v¥ par 8", - R¥, ;. dxP dy® et ajoute Fyy dx dy a la phase.
On a donc une correspondance entre le potentiel et la connexion d'une part, et entre le champ et la courbure d'autre part.

La théorie de Kaluza Klein met en évidence une autre correspondance entre le potentiel et la métrique d'une part, et entre le champ et la
connexion d'autre part.

11 s'agit d'une théorie dans laquelle la seule force est la gravitation dans un espace produit de 1'espace-temps par le groupe associé au
champ de jauge : U(1) pour I'électromagnétisme, SU(2) pour l'interaction faible, SU(3) pour l'interation forte, SU(5) pour la théorie
unifiée.

Le potentiel est introduit dans les "vielbeins" qui sont les généralisations des tétrades ou vierbeins dans un espace a un nombre
quelconque de dimensions. (voir Tetrad Formalism)

On définit la matrice de changement de base eapl entre un systéme de coordonnées localement plat et un systéme de coordonnées
curviligne. Le tenseur métrique en coordonnées curviligne est :

uv = Mab eau ebv
ol My, est le tenseur métrique de I'espace-temps plat : 1 -1 -1 -1 dans la diagonale, 0 ailleurs.

On introduit le potentiel dans la matrice e*, de la fagon suivante :
e’y = (e’ a’ n 0 )
( e”a”v" Av‘lp‘ e’ lp" )

ou les ' désignent l'espace-temps et les " les dimensions compactifiées associées au groupe du champ de jauge.

Pour simplifier les calculs, on peut attribuer des indices différents aux dimensions étendues et compactifiées, par exemple: t=0, x=1, y=2,
z=3 et 4 a d-1 pour les dimensions compactifiées, et considérer que les indices de tous les tenseurs varient de 0 a d-1, en complétant avec

des 0, par exemple :

A“H=(e 0)
(A%, @)

Avec cette convention, on a :

au — " + euan Anp, + e"a},l
_ a n n
= e +e"d, (A", +8")

— a1 na na m
et e m A 0

e eva

Le tenseur métrique en coordonnées curviligne est alors :
— a b

EuvTMab€ €y

— nab (eva“ + enaH + enam Amu) (evbV + evvbv + enbn Anv)

enb na

= Nab e'ap evbv + M evaH v+ Mab evaH eubn Anv + MNab e"au evbv + Mgp ©

enbv + nab euam AmH enbn Anv
Etant donné que gy, e e”bV = 0 (car n,p, est non nul pour a=b, e‘aH est non nul pour a entre 0 et 3 et b

0
d-1) et de méme pour My, e"au e'bv, ona: g, =Ny e'aM e’bV + Map ©

enbn Anv

= glpv + g"pv + g"pn A"+ g'my AT+ g Amu A",

Voir aussi Reduction of the Low Energy String Effective Action

On voit ici que le potentiel A apparait dans les composantes 4 a d-1 du tenseur métrique.

v est non nul pour b entre 4 et

na” enbv + T]ab enaH enbn Anv + nab euam Am“ ewbv + nab evvam Am“

La connexion est définie en fonction de la métrique par :
rxuv =12(0, Zou T ap gpv - 8p Euv ) g?»p
Je ne développerai pas le calcul détaillé ici mais il fait apparaitre le champ pr dans F“Vp et l"“pV pour p entre 4 et d-1, et en

considérant la charge comme les composantes de I'impulsion dans les dimensions compactifiées, 1'équation des géodésiques d2xMadi? = -

l"}‘PlV dx"/dt dx"/dt permet de retrouver la force : par exemple dans le cas de I'électromagnétisme : = m d>Mdt? = q dx*/dt Fk“.
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n enbV + T]ab e"ap_ eubn Anv + nab enam Amp_ evbv + nab enam Amp,
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