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1 Vecteurs et formes linéaires

Les vecteurs d’un espace vectoriel sont représentés par des matrices colonnes ou, en notation d’einstein, avec un indice en haut.
Ils sont dits contravariants. Les formes linéaires sont représentées par des matrices lignes ou, en notation d’Einstein, avec un
indice en bas. Elles sont dites covariantes. Les formes linéaires sont aussi appelées vecteurs covariants. On peut définir une
forme linéaire & partir d’un vecteur (le produit scalaire par ce vecteur) en utilisant le tenseur métrique g, par exemple :

l
ap = grlv

2 Meétrique de I’espace-temps relativiste

Un point de 'espace-temps relativiste correspond a un point de I’espace a un instant donné. Il est repéré par 4 coordonnées t,
X, y, z que 'on peut représenter par le vecteur :
ct
k X
Y
z

Pour simplifier les expressions, on peut choisir un systeme d’unités dans lequel la vitesse de la lumiere ¢ vaut 1. On a alors :

t
="
Y
z
Nous utiliserons une métrique de signature (+ - - - ) dans laquelle la longueur d’un vecteur de 1’espace-temps est définie par :
P R R

ouavecc =1:
t2—x2—y2—z2

k l

On définit le tenseur métrique gi; tel que la longueur du vecteur z* soit gpzFz!. En notation d’Einstein, la sommation est
implici les indi d : kgl =57 " kgl :
plicite sur les indices correspondants : gyaz®z’ =3, > ;" gz’ On a alors :

1 0 0 0
o -1 0 o
=10 0o -1 o0
00 0 -1

Certains auteurs utilisent une métrique de signature (- + + +) dans laquelle la longueur d’un vecteur de ’espace-temps est
définie par :
—P oy + 22
ouavecc =1:
—t* + 2 +y? + 27



ce qui correspond au tenseur métrique :

1.0 0 0
o 100
GR=10 0 1 0

0 00 1

Plus généralement, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est graz*yt.

Quand on passe d’un vecteur contravariant a un vecteur covariant en utilisant le tenseur métrique, les composantes x, y et z
changent de signe, par exemple si le vecteur contravariant J (densité de courant) a pour composantes :

P
Iz
(J*) =
Jy
Jz
alors le vecteur contravariant correspondant aura pour composantes, dans la métrique de signature (+ - - -) :

(Jk) = ngmk = (P _Jx _Jy _Jz)

Une possiblilté pour éviter ces changements de signes consiste & représenter un vecteur de ’espace-temps avec des composantes
spatiales imaginaires pures (avec i2 = —1) :

t
1k Zx
=1y
¥
Avec le tenseur métrique de signature (+ + + +) :
1 0 00
_ 10 1 00
=10 0 1 0
0 0 0 1
la longueur du vecteur est bien gya'*z" = t? — 22 — % — 22
En définissant la matrice de changement de base :
10 00
0 ¢ 00
k
A= 0 0 ¢ O
0 0 0 =«

on peut effectuer la conversion entre coordonnées réelles et coordonnées complexes en utilisant les formules z/* = Plkxl et
ok — P—lf 2/

Pour un vecteur covariant, on a zj, = P_liﬁxl et 21, = P,émf

Ces formules se généralisent pour un tenseur quelconque n fois contravariant et p fois covariant.

On pourrait aussi faire de méme en se basant sur la signature (- + + +) avec

i 00 0
. [0 1 0 0
=10 01 0

000 1

Voir a ce sujet : http://joelsornette.fr/ressources/textes/cours310-1b.pdf|ou http://log.chez.com/text/physics/
cours310-1b.pdfl


http://joelsornette.fr/ressources/textes/cours310-1b.pdf
http://log.chez.com/text/physics/cours310-1b.pdf
http://log.chez.com/text/physics/cours310-1b.pdf

3 Electromagnétisme relativiste

3.1 Meétrique de signature (4 - - -)

I’espace-temps de la relativité comporte 4 dimensions : une dimension de temps et 3 dimensions d’espace. Les vecteurs de
cet espace-temps, appelés quadrivecteurs, ont donc 4 composantes : une composante temporelle et 3 composantes spatiales,
désignées respectivement par les lettres t, x, y, z.

Les lois de I'électromagnétismes déterminent le comportement de corps chargés dans un champ électromagnétique, lui-méme
produit par des corps chargés. Un corps est caractérisé par sa masse m et sa charge électrique q.

Dans le cas non relativiste (vitesse trés inférieure a la vitesse de la lumieére), on a approximativement :

Le champ électromagnétique est représenté par un tenseur F dont les composantes sont celles du champ électrique E et du champ
magnétique B.

Pour simplifier les formules, nous utiliserons un systéme d’unités ou ¢ = ¢y = pug = 1.

Dans un tel systeéme, le tenseur F mixte (contravariant et covariant) a pour composantes :

Ft; Fi Fy: F; 0 E, E, .
2 T B I .
! F} F! F} FY E, -B, 0 B,
F; F: F; F: E. B, -B, 0

(Dans un systéme d’unités ou c est différent de 1, les composantes du champ électrique E doivent étre divisées par c.)
On peut construire les composantes deux fois contravariantes de ce tenseur grace a la formule :

FR = pk gml
avec
1 0 0 0
mi_ |0 =1 0 0
9"Z1o 0o -1 o0
o 0 0 -1
ce qui donne :
Ftt  ptz pty [tz 0 -E, -E, —-E,
R F*t pre pwo pez | | B, 0 -B, By
| F¥t Fv* Fw Fv*| | E, B, 0 —-B,
Fzt [z [y [zz E., -B, B, 0

On peut construire de méme les composantes deux fois covariantes par la formule :

O E. E, E.
-E, 0 -B. B,
-E, B. 0 -B,
—~E. -B, B. 0

Fy = gemF" =



La force électromagnétique exercée sur un corps de
charge q se déplacant a une vitesse v est :

7 = qFFy!

Dans le cas non relativiste (vitesse treés inférieure a
la vitesse de la lumiére), on retrouve la formule :

f=q¢(E+vAB)

Le champ électromagnétique est déterminé par la
densité de courant relativiste J dont la composante
temporelle correspond a la densité de charge et les
composantes spatiales a la densité de courant :

p
Iy

Jy

J

La densité de courant relativiste est aussi le produit
de la densité de charge par la vitesse.

La densité de courant a pour composantes en coor-
données covariantes :

(J5) =

(Jk) = ngmk = (,0 —Jy _Jy _Jz)

Elle vérifie ’équation de conservation :

9;JF =0

Le champ est lié a la densité de courant par I’équation :

avec la contrainte sur le champ :

f -\E ' -j
: fe=3 ;; _ ;\E
| = I
fl
i -
A)
f H\ i ) "
i\ ] . (4
B3

O FM = !

OkEim + 01 F g + O Fig = 0

que l'on peut aussi écrire de fagon plus compacte :

M) Fry = 0



On peut aussi déterminer le champ par l'intermédiaire du potentiel. Les composantes de ce quadrivecteur sont le potentiel
scalaire V et les 3 composantes du potentiel vecteur A :

<

8

(4%) =

s s
<

83

ou en coordonnées covariantes :
Ak = Alglk = (V —Am —Ay —Az)
Le champ F peut s’exprimer en fonction du potentiel par la formule :
Fk'l _ akAl _alAk’
ou en coordonnées covariantes :

Fi = OkA; — 01 Ag

Etant donné que, pour un champ donné, la formule ci-dessus ne détermine pas un potentiel unique, on introduit une contrainte
supplémentaire appelée jauge de Lorentz :

oA* =0
On a alors :
O FF = 3k(8kAl - 31Ak) = 90" Al — 9,0' AF = 9,08 A — 89 AF = 9,0F A — 90 = 9,0 A

Mais nous avons vu précédemment que :

O FM = Jt
On a donc :
ook Al = J
que 'on peut aussi écrire :
OA=J

On peut voir le potentiel A comme le gradient d’un scalaire ¢ appelé phase. Si on part d’un point z* avec une phase ¢ et qu’on
se déplace vers un point ¥ 4 dz*, la phase en ce nouveau point est ¢ + d¢p = ¢ + Apdz®.

Si on part d’'un point avec une phase ¢ et qu’on effectue une boucle infinitésimale selon deux coordonnées, par exemple +dx+dy-
dx-dy, on revient au point de départ avec une phase ¢ + (9,4, — 0y Ay )drdy = ¢ + F,ydady.

( voir http://log.chez.com/text/physics/gfkk_fr.pdf ).

3.2 Meétrique de signature (- + + +)

Rappelons que dans cette métrique, le tenseur métrique est :

-1 0 0 O
0 1 0 O
(gkl) = 0 01 0
0 0 0 1

Les formules sont similaires mais le signe de certaines composantes des tenseurs change parfois. Les composantes de F, lk sont les
mémes, mais on a :

0o E, E, E. 0 -E, —-E, —E.
Wo_ gk omi_ | B2 0 B, —By| . _ m_ |Ex 0  B. =By
Fr=tg™=\_p, —p. o B |MT9l"=1p B o B
~E. B, -B, 0 E. B, -B, 0



Les composantes de J* sont les mémes mais on a en coordonnées covariantes :

(Jk:) = J"lgmk - (*P J’I‘ Jy Jz)

Les composantes de AF sont les mémes mais on a en coordonnées covariantes :

Ak = Alglk = (—V A$ Ay Az)
La formule OA = J devient JA = —J avec la métrique de signature (- + + +).

3.3 Meétrique de signature (+ + + +) avec composantes complexes

Dans cette métrique, pour les vitesses faibles comparées a la vitesse de la lumiere, le quadrivecteur vitesse a pour composantes

Le tenseur champ F, quelle que soit sa contravariance ou sa covariance, a pour composantes :

0 —iE, —iB, —iE.
iE, 0 B. -B,
iE, -B. 0 B,
iE. B, -B, 0

La formule :

= qF
donne :
qF.v
q(Ey +vyB, —v.By)

f - Q(Ey + UzBm - Ua:Bz)
q(E, + v, By — vy By)

Si on considere les composantes spatiales, on retrouve bien la formule :

f=qE4+vAB)

Le vecteur densité de courant J, quelle que soit sa contravariance ou sa covariance, a pour composantes (p iJy iy iJZ).
Le vecteur potentiel A, quelle que soit sa contravariance ou sa covariance, a pour composantes (V 1A, Ay iAZ).

4 Connexion affine

Dans un espace (ou espace-temps) muni d'un systéme de coordonnées curvilignes, le transport parallele d'un vecteur v* déplacé
de dz™ donne un vecteur de composantes v* — T'¥ v!dz™ olt T est le tableau des coefficients de connexion affine. A noter que I'
n’est pas un tenseur car il n’obéit pas aux regles de changement de base.

Dans un déplacement géodésique, la vitesse est constante en transport parallele dans sa propre direction. I’équation des
géodésiques est donc :

d?xk B dv*

a2 odt
La force gravitationnelle exercée sur un corps de masse m se déplagant a la vitesse v est considérée en relativité générale comme
résultant de la courbure de ’espace-temps et peut donc s’écrire :

= —TIF vlo™

d?zk
ff=m R —mffmvlvm




5 Idée de la théorie de Kaluza-Klein
Comparons la force gravitationnelle :

A2z
dt?

= fmffmvlvm

f*=m

et la force électromagnétique vue précédemment :

7 = qFFo!

On remarque une certaine similitude dans ces expressions : produit d’une caractéristique (masse ou charge) du corps soumis a
la force par un ensemble de composants représentant la force ( T' ou F ) et par la vitesse qui apparait deux fois pour la force
gravitationnelle et une seule fois pour la force électromagnétique. _

I'idée consiste a fusionner ces deux équations en une seule, avec un seul ensemble de coefficients I' représentant a la fois la
force gravitationnelle et la force électromagnétique, en ajoutant une dimension supplémentaire u dont la courbure correspond
au champ électromagnétique, dimension non perceptible car enroulée en un cercle tres petit. On est donc dans un espace a 5
dimensions (t, x, y, z, u) ou (0, 1, 2, 3, 4). Les coefficients de T" apparaissent dans les coefficients d’indices t, x, y, z de T" et les
composantes de F apparaissent dans les coefficients de r pour lesquels un des indices est u.

6 Formalisme des tétrades (vierbein)

On consideére un espace plat tangent a un espace courbe en un point donné, une base orthonormée de cet espace plat, et une
matrice e de changement de base. Le tenseur métrique peut alors s’écrire :

gkl = nmne?];neln

ou 7 est la métrique de I'espace plat.

Un espace de type Kaluza-Klein est le produit de l'espace-temps a 4 dimensions étendues par un espace ”intérieur” a une
dimension compactifiée (un cercle) dans le cas de I’électromagnétisme mais qui peut avoir un nombre quelconque de dimensions
dans le cas général d’un champ de jauge quelconque. Nous désignerons par des lettres simples les grandeurs concernant ’espace
de type Kaluza-Klein, par des lettres surmontées d’une barre les grandeurs concernant I’espace-temps a 4 dimensions, et par des
lettres surmontées d’un cercle les grandeurs concernant l'espace ”intérieur”.

i o e
La tétrade d’une espace de type Kaluza-Klein a la b
forme suivante : w@m -

. e 0 Bl e -
el = l:: l o ]:: 1 ;
S m S o o~ i

€ A7 € ] £E)(B)— |{e) |

Le calcul de gr; = 7mnej'e; donne : e

_ o R 3 ° N : e i | i

Nmn€y € + nmﬁemz‘lpellz‘l? Thini €2 AP €2 ﬁ f f

ght = q Pk ;
i

T €7 €5 Al i€ €] |
-~ , 1

Ikt "‘ gqu A* g,;ng . i
5 |

o eS|




De méme le tenseur métrique contravariant s’écrit :

kl _ mk pl ,mn
avec
kpl _ pk l _ gk
elEm_Elem_(sm
de sorte que
kl _ rmk, n I q r _ k. n r _ k. n _ <k
g gim = Enn pEpel Ngrém = Enn pnprem - Enem - Jm

et

Lk _ pk, pnpl q r _ 1k, pn r _ pk_n _ gk
9" gmi = Exnt" Epelneqer, = Exnt npen, = Epen, = 0y,

- (Fs= Jd-




Pour un espace de type Kaluza-Klein, la tétrade cor-
respondant au tenseur métrique contravariant est :

Ef = ( fk 0k>
ALE! E
On peut facilement vérifier qu’on a :

kpl _ pk l _ sk
elEm_ lem_(s

m

Le calcul de g¥' = E¥ ELn™ donne :

gt = _En?fzﬁ_ﬁfﬁ ~ELA
AL EPE

,',—]ﬁﬁ EZ;:;LEI nmn + Ak EmA

FPq nq)
q

b l o
B

& SER Oli@*f}" o | Er®
B LA il o2

= - *’t@" = =)




7 Indices décalés

Nous avons vu des matrices constituées de 4 sous-matrices juxtaposées en carré. Habituellement, les lignes et les colonnes de
chaque matrice sont numérotées de 1 a n ou de 0 a n-1. Méme si on désigne les indices par des lettres, par exemple t, x, y, z,
u, on représente la matrice avec des lignes et des colonnes dans un certain ordre, ces lignes et ces colonnes peuvent donc étre
numérotées en fonction de leur position.

Si par exemple on superpose une matrice A de n lignes numérotées de 0 a n-1 avec une matrice B de p lignes numérotées de
0 & p-1, on obtient une matrice C de q=n+p lignes numérotées de 0 a g-1. Les lignes de A gardent leurs numéros mais les
numéros des lignes de B sont augmentés de n dans C. On pourrait définir une opération de superposition de matrices. Une autre
possibilité consiste a considérer la matrice B comme une matrice a q lignes dont les n premieres lignes sont nulles. On peut alors
écrire C = A + B. De méme, si on juxtapose horizontalement des matrices A & n colonnes et B & p colonnes, on peut considérer
la matrice B comme une matrice & n+p colonnnes avec les n premieres colonnes nulles et écrire C = A 4+ B. On peut généraliser
cette idée a une matrice constituée d’un nombre quelconque de sous-matrices superposées et/ou juxtaposées, et a des tenseurs
a un nombre quelconque d’indices.

Dans le cas de la théorie de type Kaluza-Klein, on peut attribuer des indices différents aux dimensions étendues et compactifiées,
par exemple: t=0, x=1, y=2, z=3 et 4 & d-1 (ol d est la dimension de 1’espace-temps total) pour les dimensions compactifiées, et
considérer que les indices de tous les tenseurs varient de 0 & d-1, en complétant avec des 0. Avec cette convention, on représente
par exemple le potentiel vecteur par une matrice constituée de 4 sous-matrices disposées en carré, dont seule celle située en bas
Le tenseur métrique s’écrit alors :

a gauche a des composantes non nulles :
0 O
FL
gkl = 77mn€?};n6? = nmn(é? =+ é;;n + égAi)(é? + é? + égA?)

. —_ —_ — o — o q o —_ o o o o q o p_ o p o o p o q
= Dmn€p €] + Nmn€p €] + ﬁmnGL”eZAl + Nmn€i € + Nmnéy'éq + nmne?e;‘Al + nmne;”Akel” + nmnezlAkef + nmnegAkegAl

(Remarque : les indices ne sont plus surmontés de barres ou de cercles car on consideére ici qu’ils peuvent prendre pour valeurs
toutes les dimensions étendues ou compactifiées, la composante correspondante étant éventuellement nulle.)

Etant donné que 7, €5 €]" = 0 car 7,y est non nul pour m = n, €}’ ne peut étre non nul que pour m compris entre 0 et 3 (ou m
=1, X, y ou z), et €]’ ne peut étre non nul que pour n strictement supérieur & 3, et de méme 9,,,,€j'€; = 0, on peut simplifier :

ou en groupant différemment les termes :

3

= (gr + f?quZA?) + (éplAZ)

+(9rqA}) + (9rt)

On retrouve la formule précédente :
o ABAG 2 AP

gt = <gm g ARy gﬁi’Ak>

o p o
9ip AT i

8 Formalisme des tétrades appliqué a I’électromagnétisme : théorie de Kaluza-
Klein

Dans le cas de I’électromagnétisme, il n’y a qu’'une dimension compactifiée, I’espace ”intérieur” peut étre assimilé a un cercle.
Le tenseur métrique de cet espace se réduit & un scalaire généralement noté ¢2. L’indice contravariant du potentiel vecteur est
inutile. Le tenseur métrique de I’espace-temps de Kaluza-Klein est donc :
ot = <gkl+ 352141514[ ¢>2/21k)

P* A7 ¢
( voir https://en.wikipedia.org/wiki/Kaluza%E2%80%93Klein_theory|)
Certains auteurs ( voir par exemple http://www.1lpt.ups-tlse.fr/IMG/pdf _EA_2.pdf ouhttp://log.chez.com/text/physics/
pdf_EA_2.pdf ) considérent que ¢? = 1 ce qui donne :
gt = (TR ARAT Ak)

Aj 1

Les coefficients de connexion affine peuvent étre calculés a partir de la métrique par la formule :

10


https://en.wikipedia.org/wiki/Kaluza%E2%80%93Klein_theory
http://www.lpt.ups-tlse.fr/IMG/pdf_EA_2.pdf
http://log.chez.com/text/physics/pdf_EA_2.pdf
http://log.chez.com/text/physics/pdf_EA_2.pdf

1
Ffm = i(algnm + amgnl - 3nglm)glm

ce qui donne, en désignant le temps par t, les coordonnées spatiales par x, y, z, et la coordonnée compactifiée par u, et en

définissant 2F = 0, 4; — O, Ay, -

eIk =0
e Sim#Au:Tl, =14"F,, G
e Sik#uetm#Au: Ik =—1FF i * 2'7 2 =
e SilZuetm=#u: K,/ : = *‘
b= A~ AT LAMAF + A Fy) Vi< 7 4 db
e Sik#ul#uetm#Au: I}, =TF — L(AFY + A, F)) % §
=3 i Vi
S ;
,_@:I;g @ = [;:g:::] -:JE-@: ( ! 4 ] 57
3 & -7l Il -5 4!

V7 =4
-

En posant UF = U, =0sik =t,x, youz; U* = U, = 1 et en complétant & 5 dimensions

avec des coefficients nuls, on peut regrouper ces formules en une somme : e =2 ‘
i gz |
11“fm = ffml_ %FlkAm—%F%Al—i—Uk(—Anf?m—&—%Elm—|—%AnFl"Am+%AlAnFn’;) —3FRU- = e g
| -
i1EFU,, + SUMUALF + LURA, PP U, P oo R
f 4 = oY)
L’accélération a* d’un corps se déplacant & une vitesse v*, avec v* = UpvF = % ounqest | B~ i @_é
la charge du corps et m sa masse, est donnée par la formule : f 4 Fr‘L
| —B
e ®FHD
at = —TF ly™ .f & OF @E}@m
) . ? - o AlEe
En développant I‘fm on obtient : “ -3 E)- t"-@ 1[0
N L N L L L, B B .
ab = —TF oo™+ Ffol A v +UR A, T 00" — URS,, 00 —UR A, F 0 A o™+ L FFp— = 072 %} NG
Lyk A, Fro! - = 177 - ‘
" P 06 GO | |
B f AH— | i
fI‘fm’Dlﬁm correspond & la force gravitationnelle, a laquelle s’ajoute un terme | = 5 4
’ . — — | o g 1 f V
supplémentaire Flklemvm. g 2 (O | '@}@ %
4 FFo! correspond a la force électromagnétique. , E . o ' pacs dilbanmiprbip
On a enfin une accélération dans la dimension supplémentaire donnée par la formule : L | }
’
. [ oo ' i
- 9 ey i
a¥ = AT lo" — izlm@l@m — A F0 Ao — %AnFl"@l E = 60 | -0 me® 5
, -0 B |
5 O 1 l

11
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