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1 Introduction

Considérons un espace muni d’un systéme de coordonnées quelconques. On parle parfois de systeme de coordonnées curvilignes,
mais je préfere utiliser le terme ”quelconques” car les considérations dont il sera question restent valable pour des coordonnées
"rectilignes”. Un tel systéme de coordonnées peut étre défini comme une correspondance entre un point de ’espace et un n-uplet
de nombres, appelé ”coordonnées” de ce point.

2 Transport parallele

On définit la notion de transport parallele d’un vecteur contravariant d’un point de I’espace a un autre, qui consiste intuitivement
a déplacer ce vecteur sans ’allonger ni le raccourcir ni le faire tourner. Dans le cas de coordonnées cartésiennes, les coordonnées
du vecteur au point d’arrivée sont les mémes que celles au point de départ. Ce n’est plus le cas avec un systeme de coordonnées
quelconques.

Soit en un point A un vecteur v4 de coordonnées v%. On transporte parallelement ce vecteur en un point B, avec un déplacement
infinitésimal dz = xﬁ On obtient un vecteur v de coordonnées vg avec un écart dv avec le vecteur d’origine : vg = v + dv.
En faisant 'hypothese de la linéarité dans le cas d’'un déplacement infinitésimal, cet écart peut s’exprimer comme un produit
d’un tableau de coefficients (qui ne possede pas les propriétés requises pour étre considéré comme un tenseur) appelé coefficients
de connexion, coefficients de Christoffel ou symboles de Christoffel, notés 1";-  bar le vecteur déplacé et par le déplacement, plus
précisément :

i i ik
dv' = =1} v’ dx
donc
i i Gk
v = w4 —ij'u dzx
Dans le cas d’'un vecteur covariant v;, on a

dv; = T, v;dz*

3 Dérivée covariante

La dérivée covariante représente la véritable variation d’'un vecteur, obtenue en compensant les variations de coordonnées dues
au systeme de coordonnées.
La dérivée covariante Dv se calcule a partir de la dérivée ordinaire dv et des symboles de Christoffel :

Dot = dv* + F}kvjdmk
Dans le cas du transport parallele, la dérivée covariante est nulle :
Dvi=0=dv' + F;kvjdmk

On retrouve donc la formule précédente :



i i iak
dv' = =I'jp v’ de
Pour un vecteur covariant v;, on a :
Dv; = dv; — ngvj dx*

et pour un tenseur quelconque, par exemple

DAY = dA} +T0 AT dg™ +T9, AT da™ — T AY da™ — T AL da”

4 Espaces euclidiens, riemanniens et systémes de coordonnées

Dans un espace euclidien, il est possible et plus simple d’utiliser un systéme de coordonnées orthonormé. C’est par contre
impossible dans un espace riemannien courbe : par exemple on ne peut pas ”plaquer” un quadrillage sur une sphere. Dans ce cas
on est obligé d’utiliser un systeme de coordonnées curviligne. Par contre, rien n’empéche d’utiliser un systeme de coordonnées
curvilignes dans un espace euclidien, par exemple un systeme de coordonnées polaires dans le plan euclidien. Ca permet
notamment de faire la différence entre ce qui provient de la courbure de ’espace et de la courbure du systéme de coordonnées.

5 Exemple : systeme de coordonnées polaires dans le plan euclidien

Le plan euclidien est muni d’une part d’un systéme de coordonnées orthonormées (x, y), et d’autre part d’un systeme de
coordonnées polaires (r,6).
Les coordonnées euclidiennes peuvent de calculer a partir des coordonnées polaires :

e =1 cos 0
e y=rsinb

Les vecteurs de base du systéme de coordonnées polaires (e, eg) peuvent s’exprimer en fonction de ceux du systéme de coor-
données cartésiennes (e, e,) :

_ Oz Oy, _ ;
® e = Fre, + goey = cos 0 e; + sin 0 ey
o co=2e,+ We,=—rsinfe,+rcosbe,

ou sous forme matricielle
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6 Transport parallele et connexion affine dans le systeme de coordonnées po-
laires

Au point A, on a un vecteur v de coordonnées cartésiennes (v*,vY) et de coordonnées polaires (v",v?). On transporte par-
allelement ce vecteur en un point B avec E = u de coordonnées polaires (u”,u’) (u au lieu de dx pour éviter la confusion avec
la premiére coordonnée cartésienne) , en conservant ses coordonnées cartésiennes. On considére qu’on obtient le méme vecteur
v en B.

D’autre part, on transporte ce vecteur en conservant ses coordonnées polaires. On obtient un vecteur v’ = v"e/. +v%} ou (€., e})
est la base polaire en B.

La différence v’ = v’ - v correspond a I‘;kvjuk, autrement dit v* = v"* — F;kvjuk.
val — I’;kvjdxk.

On calcule les vecteurs de base polaires en B :

On retrouve la formule précédente vg’ =

L=t Ly 4 el = ¢, + Coy)f
. eg—eg—i—de" +de"u :eg—&—%uT—rerue

étant donné que

de, __
or =0
de, __ ; —
o S5 =—sinbe,+cosbe, =

869_ ; J—
o 5 =—sinbe,+cosbe, =

869_ y —
o Sf =-rcosbe,—rsinbe,=—re,

RN

On a alors :
! ) 6 1
v=ve.+v ey

eg

=0 (e, + —uf) + 00 (eg + SOur - requ?)
T r

=v"e, + v’ 69—1—11 D —l—v( u" —requl)
r o
Etant donné que v’ = v + v’ et v = v"e, + v%eq, on a :

€9 €9
v =v" 2l + 0 (2" — repuf)
r r

1
= —rv?ule, + = (v uf + v0u")ey
T

En développant la formule v = T, v/ u” et en identifiant les coefficients ci-dessus avec les symboles de Christoffel, on a :
=T, + T uley + T vou"eq
avec les valeurs suivantes des symboles de Christoffel :
=
i Fr@ = FQT - r
e Les autres symboles sont nuls.
7 Cas général

On refait les calculs des coordonnées polaires mais en utilisant des formules générales au lieu des formules spécifiques a ce systeme
de coordonnées. On a :
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Comme précédemment, on considere un vecteur v de coordonnées cartésiennes (v*,vY) et de coordonnées polaires (v",v?) au

point A. On transporte parallelement ce vecteur en un point B avec ﬁ = u de coordonnées polaires (u”,u?), en conservant ses
coordonnées cartésiennes. On obtient le méme vecteur v en B.

D’autre part, on transporte ce vecteur en conservant ses coordonnées polaires. On obtient un vecteur v’ = v"el. +v%¢), ot (e/., e})
est la base polaire en B.

La différence v’ = v’ - v correspond a F;kvjuk, autrement dit v’ = v"* — F;kvjuk.
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D’autre part, on a

_|_(,UTUT‘(

= (T7, 0" u" + TTgv"u? 4+ T, 0%u”™ + Thev’u?)e, + (T% v"u" 4+ T0vu’ + 9 vou” + Tyv%u’ ey
On identifie donc les symboles de Christoffel :
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Ces formules se généralisent & un espace de dimension quelconque avec un systéme de coordonnées orthonormé (X1, ..., X") et
un systéme de coordonnées curvilignes (Y7,...Y3,) :

d’X! ay’

Ik dYkdYi dX!
avec sommation implicite sur 1 conformément & la notation d’Einstein.

)

8 Calcul des symboles de Christoffel en fonction du tenseur métrique

Le tenseur métrique g;; a pour composantes les produits scalaires des vecteurs de base : g;; = e;.¢;. On a donc :

dgij = de;.c; + e;.dej = Dipda®er.e; + Tjpdaber.e; = (gl + guljy)da”
On note I'y j = gljrék-
On a alors I'l} = ¢"Ty ;.
Avec cette notation, on peut écrire :
dgi; = (Dik,j + Tjri)dz”
d’ou

agij

Bk Pikg + ik

akgij =

Par permutation d’indices, on a les égalités :

 I'ipj + ki = Orgij
o Iy + T, = Oigr;
o L'ijk+ Tiji = 09ik

En soustrayant la premiere égalité et en ajoutant la deuxieme et la troisieme et en tenant compte du fait que I';j 1 = I'j; r et
apres simplification il reste :

2Tk = —0k9ij + Oigr; + 0;ik

que 'on peut aussi écrire

1
Lije = 5(31'9]‘1@ + 09ik — Orgij)

ou

1 m
It = §gk "(0igjm + 0jGim — Omgij)



Une autre méthode consiste a partir du fait que la dérivée covariante du
tenseur métrique est nulle :

Dgij = dgij — giTipda® — gallyda® =
d’ou
dgzy (gljrzk + gzlrljk)dx ( ik,j T+ ij,i)dxk

On retrouve ainsi la formule trouvée précédemment, et on peut terminer les
calculs de fagon identique pour aboutir au méme résultat.

9 Equation des géodésiques

Dire qu’une particule suit une trajectoire géodésique équivaut a dire que sa vitesse se transporte parallelement dans sa propre

direction. Si la particule est & un instant t en un point A avec une vitesse v?, en t + dt elle se trouve en un point B avec

AB = v dt et la vitesse en B a pour composantes v¢ — I‘Zkfujvkdt On a donc 2% = —I‘;k'ujvk.

10 Le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Considérons un vecteur v en un point A. On On transporte parallelement ce vecteur en un point B avec zﬁ = dx, puis en un
point C avec B? = dy. D’autre part, on transporte parallelement ce vecteur de A en D avec AD = dy puis de D en C. La
différence entre les deux vecteurs obtenus peut s’exprimer en fonction du tenseur de courbure Rj;,,,. Plus précisément, on a

dv® = RY,, oFdz'dy™
avec
Ri:lm = alr?cm - am]'-‘ kT Ty

P 1%
km pl Flepm

Le vecteur v transporté parallelement en B a pour composantes vy = v* — I‘;- WV dz®.

Les symboles de Christoffel en B ont pour valeur I'g’y, = I'%, 4 9,T'%, dz.
Le vecteur v transporté parallelement de B en C a pour composantes

vh =l — Fgékv%dyk
=" — F;kvjdxk - (I‘j-k + Glfé»kdxl)(vj - F{mvldmm)dyk
=0 — F;kvjdx I" Ll dy — 61I”kdm v dy* + F U Lda™dy*
On obtient de méme les composantes du vecteur v transporté parallelement de A en D puis de D en C en permutant dx et dy :

'U’io =o' — I‘;kvjdyk - F;k'ujda:k — alFékdy vida® + Flkl"J vldy™dz®

On fait la différence :

v’ic —vs = Bzfgkdxlvjdyk - 81F§kdy vida® + I‘Z | vldy™da” 1'" | vtda™dy"

ce qui donne la formule "
- o B
Rklm = (31ka — 8mF kl + F Flepm X

km pl




