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1 Introduction

Considérons un espace muni d’un système de coordonnées quelconques. On parle parfois de système de coordonnées curvilignes,
mais je préfère utiliser le terme ”quelconques” car les considérations dont il sera question restent valable pour des coordonnées
”rectilignes”. Un tel système de coordonnées peut être défini comme une correspondance entre un point de l’espace et un n-uplet
de nombres, appelé ”coordonnées” de ce point.

2 Transport parallèle

On définit la notion de transport parallèle d’un vecteur contravariant d’un point de l’espace à un autre, qui consiste intuitivement
à déplacer ce vecteur sans l’allonger ni le raccourcir ni le faire tourner. Dans le cas de coordonnées cartésiennes, les coordonnées
du vecteur au point d’arrivée sont les mêmes que celles au point de départ. Ce n’est plus le cas avec un système de coordonnées
quelconques.
Soit en un point A un vecteur vA de coordonnées viA. On transporte parallèlement ce vecteur en un point B, avec un déplacement

infinitésimal dx =
−−→
AB. On obtient un vecteur vB de coordonnées vib avec un écart dv avec le vecteur d’origine : vB = vA + dv.

En faisant l’hypothèse de la linéarité dans le cas d’un déplacement infinitésimal, cet écart peut s’exprimer comme un produit
d’un tableau de coefficients (qui ne possède pas les propriétés requises pour être considéré comme un tenseur) appelé coefficients
de connexion, coefficients de Christoffel ou symboles de Christoffel, notés Γijk par le vecteur déplacé et par le déplacement, plus
précisément :

dvi = −Γijkv
jdxk

donc

vB
i = vA

i − Γijkv
jdxk

Dans le cas d’un vecteur covariant vi, on a

dvi = Γjikvjdx
k

3 Dérivée covariante

La dérivée covariante représente la véritable variation d’un vecteur, obtenue en compensant les variations de coordonnées dues
au système de coordonnées.
La dérivée covariante Dv se calcule à partir de la dérivée ordinaire dv et des symboles de Christoffel :

Dvi = dvi + Γijkv
jdxk

Dans le cas du transport parallèle, la dérivée covariante est nulle :

Dvi = 0 = dvi + Γijkv
jdxk

On retrouve donc la formule précédente :
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dvi = −Γijkv
jdxk

Pour un vecteur covariant vi, on a :

Dvi = dvi − Γjikv
jdxk

et pour un tenseur quelconque, par exemple

DAijkl = dAijkl + ΓimnA
mj
kl dx

n + ΓjmnA
im
kl dx

n − ΓmknA
ij
mldx

n − ΓmlnA
il
kmdx

n

4 Espaces euclidiens, riemanniens et systèmes de coordonnées

Dans un espace euclidien, il est possible et plus simple d’utiliser un système de coordonnées orthonormé. C’est par contre
impossible dans un espace riemannien courbe : par exemple on ne peut pas ”plaquer” un quadrillage sur une sphère. Dans ce cas
on est obligé d’utiliser un système de coordonnées curviligne. Par contre, rien n’empêche d’utiliser un système de coordonnées
curvilignes dans un espace euclidien, par exemple un système de coordonnées polaires dans le plan euclidien. Ca permet
notamment de faire la différence entre ce qui provient de la courbure de l’espace et de la courbure du système de coordonnées.

5 Exemple : système de coordonnées polaires dans le plan euclidien

Le plan euclidien est muni d’une part d’un système de coordonnées orthonormées (x, y), et d’autre part d’un système de
coordonnées polaires (r, θ).
Les coordonnées euclidiennes peuvent de calculer à partir des coordonnées polaires :

• x = r cos θ

• y = r sin θ

Les vecteurs de base du système de coordonnées polaires (er, eθ) peuvent s’exprimer en fonction de ceux du système de coor-
données cartésiennes (ex, ey) :

• er = ∂x
∂r ex + ∂y

∂r ey = cos θ ex + sin θ ey

• eθ = ∂x
∂θ ex + ∂y

∂θ ey = −r sin θ ex + r cos θ ey

ou sous forme matricielle(
er
eθ

)
=

(
∂
∂r
∂
∂θ

)(
x y

)(ex
ey

)
=

(
∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂θ

)(
ex
ey

)
=

(
cos θ sin θ
−r sin θ r cos θ

)(
ex
ey

)
= A

(
ex
ey

)
avec

A =

(
∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂θ

)
=

(
cos θ sin θ
−r sin θ r cos θ

)
Réciproquement (

ex
ey

)
= A−1

(
er
eθ

)
avec

A−1 =

(
cos θ − 1

r sin θ
sin θ 1

r cos θ

)
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6 Transport parallèle et connexion affine dans le système de coordonnées po-
laires

Au point A, on a un vecteur v de coordonnées cartésiennes (vx, vy) et de coordonnées polaires (vr, vθ). On transporte par-

allèlement ce vecteur en un point B avec
−−→
AB = u de coordonnées polaires (ur, uθ) (u au lieu de dx pour éviter la confusion avec

la première coordonnée cartésienne) , en conservant ses coordonnées cartésiennes. On considère qu’on obtient le même vecteur
v en B.
D’autre part, on transporte ce vecteur en conservant ses coordonnées polaires. On obtient un vecteur v′ = vre′r +vθe′θ où (e′r, e

′
θ)

est la base polaire en B.
La différence v” = v’ - v correspond à Γijkv

juk, autrement dit vi = v′i − Γijkv
juk. On retrouve la formule précédente vB

i =

vA
i − Γijkv

jdxk.
On calcule les vecteurs de base polaires en B :

• e′r = er + ∂er
∂r u

r + ∂er
∂θ u

θ = er + eθ
r u

θ

• e′θ = eθ + ∂eθ
∂r u

r + ∂eθ
∂θ u

θ = eθ + eθ
r u

r − reruθ

étant donné que

• ∂er
∂r = 0

• ∂er
∂θ = −sin θ ex + cos θ ey = eθ

r

• ∂eθ
∂r = −sin θ ex + cos θ ey = eθ

r

• ∂eθ
∂θ = −r cos θ ex − r sin θ ey = −rer

On a alors :

v′ = vre′r + vθe′θ

= vr(er +
eθ
r
uθ) + vθ(eθ +

eθ
r
ur − reruθ)

= vrer + vθeθ + vr
eθ
r
uθ + vθ(

eθ
r
ur − reruθ)

Etant donné que v’ = v + v” et v = vrer + vθeθ, on a :

v′′ = vr
eθ
r
uθ + vθ(

eθ
r
ur − reruθ)

= −rvθuθer +
1

r
(vruθ + vθur)eθ

En développant la formule v′′i = Γijkv
juk et en identifiant les coefficients ci-dessus avec les symboles de Christoffel, on a :

v′′ = Γrθθv
θuθer + Γθrθv

ruθeθ + Γθθrv
θureθ

avec les valeurs suivantes des symboles de Christoffel :

• Γrθθ = −r
• Γθrθ = Γθθr = 1

r

• Les autres symboles sont nuls.

7 Cas général

On refait les calculs des coordonnées polaires mais en utilisant des formules générales au lieu des formules spécifiques à ce système
de coordonnées. On a :

∂er
∂r

=
∂

∂r
(
∂x

∂r
ex +

∂y

∂r
ey) =

∂2

∂r2
xex +

∂2

∂r2
yey =

(
∂2x
∂r2

∂2y
∂r2

)(
ex
ey

)
=

(
∂2x
∂r2

∂2y
∂r2

)
A−1

(
er
eθ

)
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∂er
∂θ

=
∂

∂θ
(
∂x

∂r
ex +

∂y

∂r
ey) =

∂

∂θ

∂

∂r
xex +

∂

∂θ

∂

∂r
yey =

(
∂2x
∂θdr

∂2y
∂θdr

)(
ex
ey

)
=

(
∂2x
∂θdr

∂2y
∂θdr

)
A−1

(
er
eθ

)
∂eθ
∂r

=
∂

∂r
(
∂x

∂θ
ex +

∂y

∂θ
ey) =

∂

∂r

∂

∂θ
xex +

∂

∂r

∂

∂θ
yey =

(
∂2x
∂r∂θ

∂2y
∂r∂θ

)(
ex
ey

)
=

(
∂2x
∂r∂θ

∂2y
∂r∂θ

)
A−1

(
er
eθ

)
∂eθ
∂θ

=
∂

∂θ
(
∂x

∂θ
ex +

∂y

∂θ
ey) =

d2

dθ2
xex +

d2

dθ2
yey =

(
∂2x
∂θ2

∂2y
∂θ2

)(
ex
ey

)
=

(
∂2x
∂θ2

∂2y
∂θ2

)
A−1

(
er
eθ

)
et

e′r = er +
∂er
∂r

ur +
∂er
∂θ

uθ = er + (ur
(
∂2x
∂r2

∂2y
∂r2

)
+ uθ

(
∂2x
∂θdr

∂2y
∂θdr

)
)A−1

(
er
eθ

)

e′θ = eθ +
∂eθ
∂r

ur +
∂eθ
∂θ

uθ = eθ + (ur
(
∂2x
∂r∂θ

∂2y
∂r∂θ

)
+ uθ

(
∂2x
∂θ2

∂2y
∂θ2

)
)A−1

(
er
eθ

)
Comme précédemment, on considère un vecteur v de coordonnées cartésiennes (vx, vy) et de coordonnées polaires (vr, vθ) au

point A. On transporte parallèlement ce vecteur en un point B avec
−−→
AB = u de coordonnées polaires (ur, uθ), en conservant ses

coordonnées cartésiennes. On obtient le même vecteur v en B.
D’autre part, on transporte ce vecteur en conservant ses coordonnées polaires. On obtient un vecteur v′ = vre′r +vθe′θ où (e′r, e

′
θ)

est la base polaire en B.
La différence v” = v’ - v correspond à Γijkv

juk, autrement dit vi = v′i − Γijkv
juk.

v′′ = (vr(ur
(
∂2x
∂r2

∂2y
∂r2

)
+ uθ

(
∂2x
∂θdr

∂2y
∂θdr

)
) + vθ(ur

(
∂2x
∂r∂θ

∂2y
∂r∂θ

)
+ uθ

(
∂2x
∂θ2

∂2y
∂θ2

)
))A−1

(
er
eθ

)
Etant donné que

A−1 =

( ∂r
∂x

∂θ
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂y

)
on a

v′′ = (vrur(
∂2x

∂r2
∂r

∂x
+
∂2y

∂r2
∂r

∂y
) + vruθ(

∂2x

∂θdr

∂r

∂x
+

∂2y

∂θdr

∂r

∂y
) + vθur(

∂2x

∂r∂θ

∂r

∂x
+

∂2y

∂r∂θ

∂r

∂y
) + vθuθ(

∂2x

∂θ2
∂r

∂x
+
∂2y

∂θ2
∂r

∂y
))er

+(vrur(
∂2x

∂r2
∂θ

∂x
+
∂2y

∂r2
∂θ

∂y
) + vruθ(

∂2x

∂θdr

∂θ

∂x
+

∂2y

∂θdr

∂θ

∂y
) + vθur(

∂2x

∂r∂θ

∂θ

∂x
+

∂2y

∂r∂θ

∂θ

∂y
) + vθuθ(

∂2x

∂θ2
∂θ

∂x
+
∂2y

∂θ2
∂θ

∂y
))eθ

D’autre part, on a

v′′ = (Γrrrv
rur + Γrrθv

ruθ + Γrθrv
θur + Γrθθv

θuθ)er + (Γθrrv
rur + Γθrθv

ruθ + Γθθrv
θur + Γθθθv

θuθ)eθ

On identifie donc les symboles de Christoffel :

Γrrr =
∂2x

∂r2
∂r

∂x
+
∂2y

∂r2
∂r

∂y

Γrrθ =
∂2x

∂θdr

∂r

∂x
+

∂2y

∂θdr

∂r

∂y

Γrθr =
∂2x

∂r∂θ

∂r

∂x
+

∂2y

∂r∂θ

∂r

∂y

Γrθθ =
∂2x

∂θ2
∂r

∂x
+
∂2y

∂θ2
∂r

∂y

Γθrr =
∂2x

∂r2
∂θ

∂x
+
∂2y

∂r2
∂θ

∂y
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Γθrθ =
∂2x

∂θdr

∂θ

∂x
+

∂2y

∂θdr

∂θ

∂y

Γθθr =
∂2x

∂r∂θ

∂θ

∂x
+

∂2y

∂r∂θ

∂θ

∂y

Γθθθ =
∂2x

∂θ2
∂θ

∂x
+
∂2y

∂θ2
∂θ

∂y

Ces formules se généralisent à un espace de dimension quelconque avec un système de coordonnées orthonormé (X1, ..., Xn) et
un système de coordonnées curvilignes (Y1, ...Yn) :

Γijk =
d2X l

dY kdY j
dY i

dX l

avec sommation implicite sur l conformément à la notation d’Einstein.

8 Calcul des symboles de Christoffel en fonction du tenseur métrique

Le tenseur métrique gij a pour composantes les produits scalaires des vecteurs de base : gij = ei.ej . On a donc :

dgij = dei.ei + ei.dej = Γlikdx
kel.ej + Γljkdx

kel.ei = (gljΓ
l
ik + gliΓ

l
jk)dxk.

On note Γik,j = gljΓ
l
ik.

On a alors Γmik = gmjΓik,j .
Avec cette notation, on peut écrire :

dgij = (Γik,j + Γjk,i)dx
k

d’où

∂kgij =
∂gij
∂xk

= Γik,j + Γjk,i

Par permutation d’indices, on a les égalités :

• Γik,j + Γjk,i = ∂kgij
• Γki,j + Γjik = ∂igkj
• Γij,k + Γkj,i = ∂jgik

En soustrayant la première égalité et en ajoutant la deuxième et la troisième et en tenant compte du fait que Γij,k = Γji,k et
après simplification il reste :

2 Γij,k = −∂kgij + ∂igkj + ∂jgik

que l’on peut aussi écrire

Γij,k =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)

ou

Γkij =
1

2
gkm(∂igjm + ∂jgim − ∂mgij)
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Une autre méthode consiste à partir du fait que la dérivée covariante du
tenseur métrique est nulle :

Dgij = dgij − gljΓlikdxk − gilΓljkdxk = 0

d’où

dgij = (gljΓ
l
ik + gilΓ

ljk)dxk = (Γik,j + Γjk,i)dx
k

On retrouve ainsi la formule trouvée précédemment, et on peut terminer les
calculs de façon identique pour aboutir au même résultat.

9 Equation des géodésiques

Dire qu’une particule suit une trajectoire géodésique équivaut à dire que sa vitesse se transporte parallèlement dans sa propre
direction. Si la particule est à un instant t en un point A avec une vitesse vi, en t + dt elle se trouve en un point B avec−−→
AB = v dt et la vitesse en B a pour composantes vi − Γijkvjvkdt. On a donc dvi

dt = −Γijkv
jvk.

10 Le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Considérons un vecteur v en un point A. On On transporte parallèlement ce vecteur en un point B avec
−−→
AB = dx, puis en un

point C avec
−−→
BC = dy. D’autre part, on transporte parallèlement ce vecteur de A en D avec

−−→
AD = dy puis de D en C. La

différence entre les deux vecteurs obtenus peut s’exprimer en fonction du tenseur de courbure Riklm. Plus précisément, on a

dvi = Riklmv
kdxldym

avec

Riklm = ∂lΓ
i
km − ∂mΓikl + ΓpkmΓipl − ΓpklΓ

i
pm

Le vecteur v transporté parallèlement en B a pour composantes viB = vi − Γijkv
jdxk.

Les symboles de Christoffel en B ont pour valeur ΓB
i
jk = Γijk + ∂lΓ

i
jkdx

l.
Le vecteur v transporté parallèlement de B en C a pour composantes

viC = viB − ΓB
i
jkv

j
Bdy

k

= vi − Γijkv
jdxk − (Γijk + ∂lΓ

i
jkdx

l)(vj − Γjlmv
ldxm)dyk

= vi − Γijkv
jdxk − Γijkv

jdyk − ∂lΓijkdxlvjdyk + ΓijkΓjlmv
ldxmdyk

On obtient de même les composantes du vecteur v transporté parallèlement de A en D puis de D en C en permutant dx et dy :

v′
i
C = vi − Γijkv

jdyk − Γijkv
jdxk − ∂lΓijkdylvjdxk + ΓijkΓjlmv

ldymdxk

On fait la différence :

v′
i
C − viC = ∂lΓ

i
jkdx

lvjdyk − ∂lΓijkdylvjdxk + ΓijkΓjlmv
ldymdxk − ΓijkΓjlmv

ldxmdyk

ce qui donne la formule

Riklm = ∂lΓ
i
km − ∂mΓikl + ΓpkmΓipl − ΓpklΓ

i
pm
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