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1 Qu’est-ce qu’un champ quantique

user Qu’est-ce qu’un champ quantique ?

ChatGPT Un **champ quantique** est un concept fondamental de la physique moderne, particuliérement dans le cadre de la
mécanique quantique et de la théorie quantique des champs. Il s’agit d’une généralisation des champs classiques (comme le
champ électromagnétique) & une description quantique.

Dans un champ quantique, chaque point de I’espace-temps posséde une valeur de champ, qui peut fluctuer. Ce champ n’est pas
seulement une quantité déterminée a chaque instant, mais il existe dans un état de superposition quantique, ce qui signifie qu’il
peut étre dans plusieurs états possibles en méme temps, selon les régles de la mécanique quantique. Ces fluctuations quantiques
peuvent donner naissance & des particules, qui peuvent étre considérées comme des excitations ou des "quanta" du champ.

Par exemple, dans la théorie quantique des champs (comme celle qui décrit les interactions électromagnétiques via le photon), le
**champ électromagnétique** peut étre vu comme un champ quantique. Les "particules" associées a ce champ sont les photons,
qui peuvent étre créées ou annihilées en fonction des excitations du champ électromagnétique.

Un champ quantique peut étre vu comme un "océan" d’excitation qui remplit tout I'univers, et ces excitations sont responsables
de l'apparition des particules et de leurs interactions. En résumé, au lieu de penser aux particules comme des objets isolés, on
les voit comme des manifestations de fluctuations dans un champ quantique sous-jacent.

user Comment peut-on formaliser mathématiquement un champ quantique ?

ChatGPT La formalisation mathématique d’un champ quantique repose sur des concepts de la théorie quantique des champs,
qui combine la mécanique quantique et la relativité restreinte. Un champ quantique est généralement décrit a ’aide de **champs
opérateurs** et de la **quantification des champs**.

Voici les éléments clés de cette formalisation :

1. **Champs classiques (sans quantification)** Un champ classique peut étre décrit par une fonction, par exemple un champ
scalaire ¢(x) qui dépend des coordonnées de 'espace-temps z = (¢,x). Ce champ scalaire est une fonction réelle (ou complexe)
définie en chaque point de 'espace-temps. On peut aussi étudier des champs vectoriels (comme le champ électromagnétique) ou
des champs spinoriels (comme les champs associés aux fermions).

2. **Quantification du champ** La quantification d’un champ consiste & remplacer les grandeurs classiques (comme la fonction
¢(x)) par des opérateurs quantiques, de maniére similaire & la quantification des systémes mécaniques. La régle de base est que
les observables sont représentées par des opérateurs sur un espace de Hilbert, et les états quantiques sont décrits par des vecteurs
dans cet espace.

a) **Opérateurs de création et d’annihilation** Dans un champ quantique, on introduit des opérateurs de **création** az
et **d’annihilation** ay, qui permettent respectivement de créer ou d’annihiler des quanta du champ (des particules). Ces
opérateurs agissent sur un état fondamental (ou état de vide) et permettent de décrire l’excitation du champ en termes de
particules.

b) **Expansion du champ quantique** On peut exprimer un champ quantique comme une superposition d’ondes de mode,
similaires aux modes de vibration dans un systéme physique. Par exemple, pour un champ scalaire, on peut écrire :

&’k 1 ik-x T —ikx
T

Ici : - k est le vecteur d’onde, - Ej est I’énergie associée a ce mode, - ay et a;, sont les opérateurs d’annihilation et de création
associés au mode k, - % et e~*** sont les fonctions d’onde.

3. **Commutateurs et relations de commutation®* Pour que la quantification soit cohérente avec la mécanique quantique, on
impose des relations de commutation entre les opérateurs de création et d’annihilation. Par exemple, pour un champ scalaire,
on a la relation de commutation suivante :

lax.al,] = 6k — k')



Cela signifie que les opérateurs d’annihilation et de création ne commutent pas en général, ce qui est une caractéristique
fondamentale de la mécanique quantique.

4. **IHamiltonien du champ quantique** L’Hamiltonien, qui décrit I’énergie totale du systéme, est un opérateur qui peut &tre
écrit en termes des opérateurs de création et d’annihilation. Par exemple, pour un champ scalaire libre, ’'Hamiltonien est donné

par :
d*k 1
1= [ e (oo i)
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Le terme %[ak, a,] représente ’énergie du vide, qui est une contribution fondamentale dans le cadre quantique.
5. **L’action et le lagrangien** Une autre fagon de formaliser un champ quantique est de partir d’'un **Lagrangien** ou d’une
**action**, qui décrit la dynamique du champ. Par exemple, pour un champ scalaire libre, le Lagrangien est :

L= % (000" ¢ — m?¢?)

L’**action®** correspond alors a l'intégrale de ce Lagrangien sur I’espace-temps :

S:/d4z£

A partir de cette action, on peut dériver les équations du mouvement pour le champ, et appliquer la quantification par les
procédés décrits ci-dessus.

6. **Diagrammes de Feynman** Pour décrire les interactions entre les champs quantiques, on utilise les diagrammes de Feynman,
qui représentent visuellement les processus d’interaction des particules. Chaque ligne et sommet dans un diagramme de Feynman
correspond & un terme dans la série de perturbation de I’amplitude de transition d’un processus quantique.

Conclusion La formalisation mathématique d’un champ quantique repose donc sur l'introduction d’opérateurs quantiques, la
quantification des champs classiques, les relations de commutation et la définition d’'un Hamiltonien. Ce cadre théorique permet
de décrire les particules comme des excitations des champs et d’analyser leurs interactions a l’aide de méthodes perturbatives,
comme les diagrammes de Feynman.

user Qu’est-ce qu'un opérateur 7

ChatGPT En mathématiques et en physique, un **opérateur** est une régle ou une fonction qui agit sur un objet (souvent un
vecteur, une fonction ou une autre structure mathématique) pour produire un autre objet du méme type, généralement dans un
espace donné. Plus précisément, en physique quantique, un opérateur est une entité mathématique qui représente une observable
physique (comme la position, la quantité de mouvement, ou ’énergie) et agit sur des états quantiques.

Voici quelques points clés pour comprendre ce que représente un opérateur dans différents contextes :

1. **Opérateur en mathématiques** Dans un contexte mathématique général, un opérateur est souvent une fonction qui prend
un ou plusieurs objets comme entrée et produit un autre objet comme sortie. Par exemple : - Un **opérateur linéaire** dans
un espace vectoriel est une fonction qui agit sur un vecteur et respecte la propriété de linéarité : T'(av + bw) = aT'(v) + bT(w),
ol a et b sont des scalaires et T est I'opérateur. - Un **opérateur différentiel** en analyse (comme %) prend une fonction et
renvoie sa dérivée.

2. **Qpérateur en physique quantique** En physique quantique, les opérateurs jouent un role crucial, car ils permettent de
représenter les observables physiques et de décrire les mesures.

a) **Opérateurs sur des états quantiques** Les états quantiques sont souvent représentés par des vecteurs dans un espace de
Hilbert. Les opérateurs agissent sur ces états pour en obtenir d’autres états ou des valeurs mesurées. Par exemple : - **Opérateur
de position** & : Il agit sur un état quantique (représenté par une fonction d’onde) et donne la position. - **Opérateur de
quantité de mouvement** p = —ih% : Il agit sur la fonction d’onde et donne la quantité de mouvement de la particule.

b) **Commutateurs et relations de commutation** Les opérateurs en mécanique quantique ont souvent des relations de com-
mutation, ce qui signifie qu’ils ne commutent pas toujours entre eux. Par exemple, 'opérateur de position = et 'opérateur de
quantité de mouvement p ont une relation de commutation donnée par :

[Z,p] =ik
Cela a des implications profondes, notamment le principe d’incertitude d’Heisenberg, qui stipule qu’on ne peut pas connaitre
simultanément la position et la quantité de mouvement d’une particule avec une précision infinie.
c) **Opérateur de Hamiltonien** Le **Hamiltonien** H est un opérateur crucial dans la mécanique quantique, représentant

I’énergie totale du systéme. Il agit sur un état quantique pour déterminer 1’évolution temporelle du systéme. Par exemple, pour
une particule libre, le Hamiltonien peut étre écrit comme :



g
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3. **Propriétés des opérateurs** - **QOpérateurs linéaires** : La plupart des opérateurs en mécanique quantique sont linéaires,
ce qui signifie qu’ils respectent la régle de linéarité mentionnée précédemment. - **Opérateurs hermitiens** : Les opérateurs
associés a des observables physiques (comme la position ou I’énergie) sont souvent **hermitiens**. Un opérateur est dit hermitien
si AT = A, ce qui signifie que I'opérateur est égal a son propre adjoint. Les opérateurs hermitiens ont des valeurs propres réelles, ce
qui est nécessaire pour que les mesures physiques donnent des résultats réels. - **Opérateurs unitaires** : Certains opérateurs,
comme I’évolution temporelle d’un systéme quantique, sont **unitaires**. Cela signifie qu’ils préservent la norme des états
quantiques, garantissant que la probabilité totale reste égale a 1.
4. **Exemples d’opérateurs en physique quantique** - **Qpérateur de création** af : Cet opérateur augmente le nombre de
particules dans un état donné. Par exemple, dans le contexte des oscillateurs harmoniques quantiques, il crée une excitation du
champ. - **Opérateur d’annihilation** @ : Cet opérateur diminue le nombre de particules dans un état donné, en enlevant une
excitation.
En résumé Un **opérateur** est une fonction mathématique qui agit sur des objets (comme des vecteurs ou des fonctions d’onde)
pour produire de nouveaux objets. En physique quantique, les opérateurs représentent des observables (comme la position, la
quantité de mouvement, ou I’énergie), et ils agissent sur les états quantiques pour donner des résultats mesurables ou pour décrire
I’évolution du systéme au cours du temps.
user Pour concilier la physique quantique et la relativité générale, ne faudrait-il pas une superposition d’états de courbure de
I’espace-temps 7 Comment pourrait-on la formaliser ?
ChatGPT Excellente question, qui touche au coeur du plus grand défi théorique de la physique moderne : **unifier la mécanique
quantique et la relativité générale**. En effet, tu as raison — pour concilier ces deux cadres, **il semble nécessaire de quantifier
aussi la géomeétrie de I’espace-temps™*, ce qui conduit & I'idée d’une **superposition d’états de courbure de I’espace-temps**.
Pourquoi une superposition ? Dans la mécanique quantique, tous les systémes physiques peuvent étre dans des superpositions
d’états. Or, en relativité générale, 'espace-temps lui-méme est dynamique : il est courbé par la matiére, mais cette courbure est
aussi ce qui détermine la "scéne" ou se joue la physique.
Dong, si la matiére est dans un état quantique (superposé), **l’espace-temps lui-méme devrait 1’étre aussi**, car la courbure
dépend de la matiére via ’équation d’Einstein :

&G
G =—F"Tuw

ol
Et si T, est un opérateur quantique, alors G,, — qui dépend de la courbure — doit I’étre aussi. D’ou l'idée d'un **champ
quantique de la métrique**, ou d’une **géométrie quantique**.
Comment pourrait-on formaliser une superposition de géométries ?
Voici plusieurs approches qui ont été développées :
1. **Gravitation quantique canonique (Loop Quantum Gravity, etc.)** Cette approche part de la **formulation hamiltonienne
de la relativité générale** (ADM), et cherche & quantifier la géométrie de ’espace-temps, notamment via :
- Une **décomposition de la métrique** en variables dynamiques (comme les connexions et triades dans la formulation d’Ashtekar).
- Une quantification de la géométrie via des **états de réseaux de spins** (spin networks), qui donnent une géométrie discréte
de I’espace. Ces réseaux peuvent se superposer, ce qui donne **des superpositions de géométries quantiques**.
Dans cette approche, I’état quantique de ’espace est une **superposition d’états géométriques discrets** :

0) = esls)

ol |s) est un réseau de spins donné, et ¢, son amplitude.

2. **Gravitation quantique & boucles (Loop Quantum Gravity, LQG)** Une branche de la précédente, elle suggere que la
géométrie de lespace (volume, aire, etc.) est quantifiée. La superposition d’états de courbure devient alors :

|V geométrie) = Z cilgéomeétrie;)
i
Chaque |géométrie;) décrit une "forme" possible de ’espace. Le temps est traité différemment (et c’est une source de débat dans
cette approche — le fameux "probléme du temps").



3. **Gravité quantique path intégrale (ou "formulation fonctionnelle")** Inspirée de la formulation de Feynman en mécanique
quantique, ici on tente de **sommation sur toutes les géométries possibles** :

(finalinitial) — / Dy 'S /n

On somme sur toutes les métriques g,,,, pondérées par l'action d’Einstein-Hilbert. Cela correspond & une superposition d’états
de l’espace-temps tout entier. Cette approche est trés naturelle mais difficile & rendre rigoureuse (problémes de renormalisation,
etc.).

4. **Approches holographiques (comme AdS/CFT)** Dans le cadre de la **correspondance AdS/CEFT**  la gravité en espace-
temps courbe (type AdS) est équivalente & une théorie quantique sans gravité sur le bord. Cela implique que la **géométrie du
"bulk" est émergente et quantique**, et que des superpositions d’états dans la CFT peuvent correspondre a **superpositions de
géométries** dans le bulk.

5. **Approche par la gravité induite / émergente** Certains chercheurs (comme Sakharov, Jacobson, Verlinde) envisagent la
gravité non comme une interaction fondamentale, mais comme **émergente** d’un substrat quantique (comme la température
émerge du comportement collectif des molécules). Dans ce cas, les superpositions de géométries viendraient naturellement d’une
**description statistique** d’états plus fondamentaux.

Pour formaliser une superposition d’états de courbure : On aurait besoin de : - **Un espace d’états quantiques** (comme ’espace
de Hilbert des géométries). - **Des opérateurs de géométrie™* : métrique, courbure, volumes, aires. - **Une dynamique** (peut-
étre via une équation de Schrodinger ou une régle de transition entre états de géométrie). - **Des conditions limites / observations
expérimentales** (ce qui manque aujourd’hui).

En résumé Oui, **une superposition d’états de courbure de 1’espace-temps est une idée centrale** pour une future théorie de
la gravité quantique. Elle est explorée par diverses approches (loop quantum gravity, path integrals, AdS/CFT, etc.), chacune
avec sa facon de **formaliser I’espace-temps comme un objet quantique**, capable d’étre dans plusieurs géométries a la fois.

Si tu veux, je peux te montrer un exemple concret de superposition d’états géométriques dans une approche particuliére, ou aller
vers un formalisme mathématique plus poussé.

user Sur quoi opérent les opérateurs de création et d’annihilation de particules ?

ChatGPT Super question — les **opérateurs de création™* et **d’annihilation** de particules agissent sur des **états quan-
tiques**, plus précisément sur des **vecteurs d’un espace de Hilbert appelé espace de Fock**.

**1. L’espace de Fock : le cadre dans lequel opérent ces opérateurs™*

L **espace de Fock** est une construction mathématique qui permet de décrire un systéme ou le **nombre de particules n’est pas
fixé**, ce qui est essentiel en théorie quantique des champs. Il est construit comme une somme directe d’espaces a n particules :

F=CoH1 o (Hl ®H1>sym/asym D---

- H1 est Uespace d’état d’une particule (par exemple, fonctions d’onde dans I’espace). - Le produit tensoriel symétrisé (bosons)
ou antisymeétrisé (fermions) permet d’avoir plusieurs particules indistinguables. - L’élément |0) (dans C) est I"**état du vide**,
sans aucune particule.

**2. Opérateurs d’annihilation et de création**
a) **Qpérateur de création aj **
Il **ajoute une particule** dans le mode & (une configuration d’énergie, de moment, etc.). Il agit ainsi :

aL|nk> =vng+1jng+1)

Cela signifie : si on a ny particules dans le mode &, appliquer al donne un état avec ng + 1 particules.
b) **Opérateur d’annihilation aj**
Il **retire une particule** dans le mode k, si c’est possible :

ak|nk> = /N |nk — 1>
Et :

ak|()> = O



Il ne peut rien faire s’il n’y a pas de particule & enlever.

**3. Relations de commutation**
Pour les **bosons** (particules comme les photons) :

lak,al,] =0 an, aw] = [al,al] =0

Pour les **fermions** (électrons, quarks, etc.), on a des **relations d’anticommutation™* :

{akaa;} =0k 5 Aak,aw} = {ai,al,} =0
**4. Que signifie “mode k” 7**
Un mode est une **solution d’onde du champ libre** (ex. onde plane de vecteur d’onde k), et chaque mode peut contenir un
certain nombre de quanta (particules).
Exemple dans un champ scalaire quantique :

&k 1 , .
o(r) = / RN (akelk'm + aLe’””)
T

Ici, a;, crée une particule de moment k, et ¢(z) est un **champ opérateur**.

**Résume**

Les opérateurs de création et d’annihilation agissent sur **les états quantiques de I’espace de Fock**, c’est-a-dire des états avec
un nombre variable de particules dans différents modes. Ils sont les **briques fondamentales** pour construire des états de
particules en théorie quantique des champs.

Si tu veux, je peux te montrer un petit exemple explicite avec des nombres pour voir comment ¢a fonctionne concrétement !
user Oui, je veux bien !

ChatGPT Parfait ! Prenons un **exemple simple** avec **un seul mode bosonique**, que tu peux imaginer comme une seule
"case" qui peut contenir un nombre quelconque de particules (comme des photons dans une cavité). On appelle ¢ca un **oscillateur
harmonique quantique**, et c’est exactement le cadre dans lequel on introduit les opérateurs a (annihilation) et a' (création).

**Base des états de Fock™*
On note |n) létat avec **n particules** dans ce mode. L’espace de Fock est donc :

0), 1), [2), |3), ...

**Action des opérateurs™*
- **Création™* :

alln) =vn+1|n+1)
- **Annihilation** :

aln) = v/ [n—1)

**Exemples concrets**
1. **Créer une particule & partir du vide** :

a'l0) = V1[1) = [1)
2. **Créer deux particules, une par une** :
alafl0) = a'[1) = V3I2)
(car atl1) = v2[2))
3. **Annihiler une particule dans |2)** :
al2) = V2|1)

4. **Annihiler deux fois depuis |2)** :



aal2) = a(v2[1)) = V2 - V1]0) = v2/|0)

5. **Annihiler dans le vide donne zéro** :

al0) =0
**Interprétation physique**
Chaque fois que tu appliques af, tu **ajoutes une particule** dans le mode. Chaque fois que tu appliques a, tu **en enléves
une**. L’amplitude /n vient de la normalisation de I’espace de Hilbert, et joue un role crucial dans la dynamique (comme les
probabilités de transition).
En résumé
Ces opérateurs sont comme des "échelles" qui te permettent de **monter ou descendre** le nombre de particules dans un mode
donné. Et c’est avec eux qu’on construit tous les états multi-particules en théorie quantique des champs.
Tu veux qu’on regarde maintenant un exemple avec **deux modes** ou avec des **fermions** ?
user Oui
ChatGPT Super, allons plus loin ! Voyons deux cas : **(1) deux modes bosoniques** et **(2) un exemple avec des fermions**.
**1. Deux modes bosoniques (par exemple, deux types de particules ou deux directions)**
Disons qu’on a deux modes : mode a et mode b, avec les opérateurs : - a,a’ : créent et détruisent des particules dans le **mode
a** - b b : idem pour le **mode b**
L’état de Fock s’écrit |ng, ny), avec n, et n, le nombre de particules dans chaque mode.
**Reégles d’action**

aT|na,nb> =Vng+1|ng+1,m) ;5  alngny) =g |ne —1,np)

bT\nmnb> =V +1|ng,ny+1) 5 blng,ny) =/np [na,np — 1)

**Exemple :**
Partons du vide :
|0,0)
Créer une particule dans chaque mode :
a™'0,0) = a'l0,1) = [1,1)

Créer deux particules dans le mode a :

atat|0,0) = V1v2|2,0) = v2]2,0)

**2. Un exemple avec des fermions**

Les **fermions** obéissent au **principe d’exclusion de Pauli** : **pas plus d’une particule par mode**. Les états possibles
sont donc soit **occupé (1)**, soit **vide (0)** pour chaque mode.

On note toujours ¢, ¢! les opérateurs (on change de lettre pour rappeler que ce sont des fermions).

**Relations d’anticommutation :**

{Ci,c;r-} =0 5 Heig}= {0170;} =0
**Etats pour deux modes fermioniques :**

10,0), [1,0), |0,1), [1,1)

Chaque état représente 'occupation des deux modes.
**Exemples d’action :**
- Créer une particule dans le premier mode :

c}[0,0) = [1,0)

- Créer une deuxiéme particule dans le second mode :



chel]0,0) = [1,1)

Mais attention :

cl1,00=0

parce qu’on ne peut pas avoir deux fermions dans le méme mode.
**Effets de signe (& cause de 'anticommutation)**
Ordre des opérateurs **compte** pour les fermions :

c}ch0,0) = —ciel|0,0)

Les signes sont cruciaux pour les **statistiques de Fermi-Dirac** et ’antisymétrie des fonctions d’onde.

Tu veux qu’on applique ¢a & un systéme physique concret ? (genre électrons dans une boite, photons dans une cavité, etc.)
user Oui

ChatGPT Parfait ! Prenons un **systéme physique concret** pour illustrer 'usage des opérateurs de création/annihilation.
**Exemple : Photons dans une cavité quantique (bosons)**

Imagine une cavité électromagnétique (comme deux miroirs parfaitement réfléchissants) dans laquelle les **modes du champ
électromagnétique™* sont quantifiés. Chacun de ces modes est comme un **oscillateur harmonique** et correspond & une
fréquence spécifique.

**Les états possibles** Chaque mode k est associé a : - Une fréquence wy, - Un opérateur az (création) et aj (annihilation)

Un état avec n photons dans le mode k est noté :

S**

|71

Et le **vide** de la cavité est :

|0) =01, 09,03,...)

**Energie du champ (Hamiltonien)**
L’énergie d’'un mode est donnée par :

1
H = ;hwk <a};ak + 2>
t

Le terme a).a;, est appelé **opérateur nombre** N, qui donne le nombre de photons dans le mode k.

**Evolution d’un état simple**
On commence dans le vide :
10)

On ajoute **deux photons** dans le mode k :

(a})?[0) = VIVZ|2) = V22;)

Si on mesure ’énergie de cet état, on obtient :

FE = hw, <2+)=hwk

**Processus physique : émission spontanée**
Un atome dans la cavité passe d’un état excité a un état fondamental et **émet un photon** dans le mode k. Ce processus est
modélisé par :

a£|nk> =vnr+1|ng+1)

Ce photon peut ensuite étre absorbé (par un atome, un détecteur...) via a.



** Autre exemple : Electrons dans une boite quantique (fermions)**
Un électron dans une boite & une dimension a des états d’énergie quantifiés :
2,272
n“n°h
E,=——— n=1,2.3,..
" omI?
A chaque niveau n, on associe un opérateur fermionique ¢l (création d’un électron au niveau n).
- ¥*Etat fondamental** : les électrons remplissent les plus bas niveaux disponibles, un par spin (selon le principe de Pauli). -
Exemple : deux électrons (avec spins opposés) dans le niveau n = 1, c’est possible.
L’état :

|17~7 1¢,02,03, .. > = CITCI¢‘0>

Si tu veux, je peux aussi te montrer un petit **programme Python (avec sympy ou numpy)** qui simule ’action des opérateurs de
création/annihilation, ou qu’on passe & un autre systéme (comme les phonons, les atomes froids, ou méme ’univers en cosmologie
quantique) !

user D’accord !

ChatGPT Top ! Allons-y avec un **petit programme Python** pour **simuler I’action des opérateurs de création et d’annihilation
bosoniques** sur des états de Fock. On va le faire pour un **oscillateur harmonique quantique** (un seul mode bosonique).
Voici un exemple simple avec ‘numpy* et ‘scipy‘ pour manipuler les matrices :

**Code Python : simulateur d’opérateurs bosoniques**
¢¢‘python

import numpy as np

import scipy.linalg as la

Nombre max de particules dans le mode (dimension de 1l’espace de Hilbert)
N=5

Etats de Fock : base canonique |0>, [1>, ..., |N-1>
basis = np.eye(N)

Opérateur d’annihilation ’a’
a = np.zeros((N, N))
for n in range(1, N):

al[n-1, n] = np.sqrt(n)

Opérateur de création ’af’
adag = a.T

Opérateur nombre N = af a
N_op = adag @ a

Exemple : état [2)
psi = basis[:, 2]

Action de a sur |2>
psi_annih = a @ psi

Action de at sur |2>
psi_create = adag @ psi

Action de N sur |2>
psi_number = N_op @ psi



print("Etat 12) :", psi)
print("a [|2) =", psi_annih)
print("at [2) =", psi_create)

print("N |2) =", psi_number)
c¢C¢

**Ce que ce code fait :**

- Définit un espace de Hilbert de dimension N = 5 (donc états |0) a [4)). - Construit les matrices des opérateurs a, af, et
N =ata. - Applique chaque opérateur a ’état |2). - Affiche le résultat de chaque action (sous forme vectorielle).

**Résultats attendus**

- al2) = v/2|1) = un vecteur avec v/2 en position 1 - af|2) = v/3|3) = un vecteur avec v/3 en position 3 - N|2) = 2|2) = un
vecteur avec 2 en position 2

Tu veux qu’on étende ¢a a : - plusieurs modes ? - fermions 7 - représentation graphique de I’évolution du nombre de particules
? - ou quelque chose de plus physique comme la dynamique d’un état cohérent ?

Tu choisis !

user L’espace de Fock représente-t-il les positions des particules ou uniquement leur nombre ?

ChatGPT Excellente question ! L’**espace de Fock™**, **tel qu’il est défini en théorie quantique des champs**, **ne représente
pas directement les positions des particules**, mais plutot **leur nombre et leur configuration dans des *modes*** (par exemple,
en termes d’énergie, de moment, de spin...).

**1. Ce que représente I'espace de Fock**

L’espace de Fock est une **somme directe** de tous les espaces n-particules, avec des particules **indistinguables™*, c’est-a-dire

F= é H
n=0

Chaque état dans F te dit : - combien de particules il y a (nombre d’occupation), - dans quels *modes* elles se trouvent.
**Mais ces modes ne sont pas forcément des positions.**

**2. Que sont les "modes" 7**

Les modes sont généralement : - **des fonctions propres d’un opérateur dynamique** (souvent I’énergie ou le moment), - comme
des **ondes planes** ¢**'% - ou des **modes de cavité** dans un résonateur.

Donc un état |1;) correspond & **une particule avec un moment, donné E** **pas une position précise™*.

**3. Et la position, alors 7**
La **position** des particules est décrite différemment :
- Dans l'espace de Fock, tu peux construire un **état localisé en position** en prenant une superposition d’états de moment :

— 3, —ik-@
|Z) = /d ke """ [1g)
- On peut aussi définir un **champ opérateur ¢(x)** qui agit comme un opérateur de **création de particule a la position z** :

¢'(x)|0) = état avec une particule a 2

Mais attention : cette “position” est **encore une approximation** — en QFT, les particules ne sont **jamais parfaitement
localisées™*, et la notion méme de “trajectoire” devient floue & cause de I'incertitude quantique + relativité.

**Conclusion**

- **L’espace de Fock encode le *nombre* de particules dans différents *modes™** (souvent d’énergie, de moment, etc.). - **Pas
directement les positions.** - Si on veut parler de position, on doit transformer I’espace de moment vers I’espace de position (via
Fourier), ou utiliser des champs opérateurs localisés.

Tu veux que je t’écrive un exemple ol on crée un **état de particule localisée** en superposant des modes de moment 7



user Oui

ChatGPT Parfait ! Prenons un exemple simple pour construire un **état de particule localisée en position** & partir d’une
**superposition de modes de moment**, dans ’espace de Fock.

**But : créer une particule "localisée" autour d’une position xg**

En théorie quantique des champs, les états de moment sont souvent notés :

1) = a}]0)
ou aL crée une particule avec moment k. Ces états sont complétement délocalisés (ondes planes).

Pour construire un état **localisé autour d’une position** zy, on fait une **superposition cohérente** de ces états :

T
0 /2 k

**Exemple concret : paquet gaussien centré autour de xo**
Choisissons un profil gaussien :

(k—kg)?
flk)=em 3
On obtient :
dk  _(—kp?
2

2 ik of )

= e
) = [ o
Ce que cela fait, c’est créer un **paquet d’ondes** centré autour de la position xg, avec un moment moyen kq. Plus o est grand,
plus le paquet est bien localisé (incertitude de Heisenberg oblige).
**Interprétation physique**
- L’état |1),,) **n’est pas un état & position définie**, mais un état **centré autour de xo**. - Ce genre d’état est ce qui se
rapproche le plus d’une particule "classique" localisée dans I’espace.
**Petit apercu du code si tu veux le simuler (optionnel)**
On peut le coder en Python en discrétisant espace des k, et en construisant numériquement ’état |1, ) comme une superposition

¢¢‘python
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Paramétres

x0 = 0.0 # Position du paquet

kO = 5.0 # Moment moyen

sigma = 1.0 # Largeur en k (inversément liée & la largeur spatiale)

k_vals = np.linspace(-10, 10, 1000)
dk = k_vals[1] - k_vals[0]

Fonction d’enveloppe
f_k = np.exp(- (k_vals - kO)**2 / (2 * sigmax**2))

Fonction d’onde spatiale (transformée de Fourier)
x_vals = np.linspace(-10, 10, 1000)
psi_x = np.zeros_like(x_vals, dtype=complex)
for i, x in enumerate(x_vals):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (x - x0))
psi_x[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2*np.pi)
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Affichage

plt.plot(x_vals, np.abs(psi_x)**2)
plt.title("Densité de probabilité |psi(x)|[~2")
plt.xlabel("x")

plt.ylabel("Probabilité")

plt.grid()

plt.show()

[

Tu veux que je t’explique le lien entre ce genre d’état et les champs quantiques ¢(z), ou bien qu’on passe a la dynamique de cet
état (comment il se propage) ?

user Je veux bien que tu m’expliques le lien avec les champs quantiques.

ChatGPT Génial ! On va faire le lien entre les **états de particules localisées** qu’on vient de construire, et les **champs
quantiques®* comme ¢(x), qui sont les objets fondamentaux en théorie quantique des champs (QFT).

**1. Ce qu’est un champ quantique ¢(x)**

Un **champ quantique scalaire** ¢(z) est un **opérateur** qui dépend de la position (et du temps si on veut, ¢(z,t)). Cest
Panalogue quantique d’un champ classique (comme la température a chaque point de espace), sauf qu’ici, **a chaque point de
Iespace, il agit sur I'espace de Fock.**

Il s’écrit souvent comme une **superposition d’opérateurs de création et d’annihilation dans ’espace des moments** :

_ dk 1
V2 v 2wy

ol : - aj annihile une particule de moment k, - a]t en crée une, - wy = vV k2 + m?2 (dispersion relativiste).

¢($) (akeikag + aze—ikz)

**2. Interprétation physique**

- ¢(x) **n’est pas un champ de nombres** comme en physique classique, mais un **opérateur** qui agit sur des états. - Il peut
**créer ou détruire une particule & la position 2** — **mais** attention : ce n’est qu'une **approximation**, car une particule
strictement localisée viole 'incertitude sur I’énergie.

#*3, Création d’un état localisé via ¢f (z)**

On peut définir :

dk 1 .
V21 2wy,

~*af)0)

¢! (2)|0) =

Compare ¢a avec ’état qu’on avait construit plus tot :

dk
V2T

Tu vois le **méme schéma** : une **superposition d’états de moment pondérés par une phase spatiale™*, ce qui centre 1’état
autour de la position xg.

Donc **agir avec ¢'(x)** sur le vide revient & **créer une particule centrée autour de z**, avec une certaine incertitude en
moment.

W2o) = F(k) e~ af |0)

**4, Opérateur de champ comme outil de création**
En résumé :

| Objet | Signification | | | | ] az | Crée une particule avec moment k | | ¢(x) | Crée une particule autour de la

position x | | [¢z,) | Résultat d’une superposition des a%, centré en x |

Donc les opérateurs de champ ¢(x) nous donnent un **pont naturel entre ’espace des moments et 1’espace des positions**.

Tu veux que je te montre comment **les champs ¢(x, t)** évoluent dans le temps (via ’équation de Klein-Gordon, par exemple)
? Ou tu veux qu’on discute du cas des **champs spinoriels ou électromagnétiques** ?
user Montre-moi comment les champs évoluent dans le temps.
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ChatGPT Parfait ! On va maintenant regarder **comment un champ quantique évolue dans le temps**, en partant du cas le
plus simple : le **champ scalaire libre** ¢(z,t), c’est-a-dire un champ sans interactions, représentant des particules sans spin
(comme un pion neutre dans une premiére approximation).

**1. L’équation du mouvement : 1’équation de Klein-Gordon**
Le champ scalaire libre obéit a I"**¢quation de Klein-Gordon** (relativiste) :

(O+m?) ¢(x,t) =0

ol : - 0 =9? — V? est I'opérateur d’Alembertien, - m est la masse du champ (ou de la particule qu’il décrit).

**2. Solution générale de I’équation de Klein-Gordon**
La solution & cette équation peut s’écrire en termes d’**opérateurs de création et d’annihilation** :

dk 1
V21 2wy,

ol : - wg = Vk% 4+ m? (dispersion relativiste), - x et ¢ sont des variables d’espace-temps.
C’est la **décomposition du champ en modes propres (ondes planes)**.

¢(x’t) =

(akei(kx—wkt) n ale—i(kx—wkt))

**3. Interprétation physique**

- Le champ ¢(z,t) décrit un **systéme de particules libres** : il **oscille dans le temps et espace**. - L’évolution temporelle
est **entiérement encodée dans les exponentielles e~™rt** . Les opérateurs aL, ay sont **constants dans le temps** en
représentation de Schrédinger.

**4. Comment un état localisé évolue dans le temps 7**

On peut regarder ce que devient un état construit & ¢ = 0 comme :

[ (£ = 0)) = / dk: f(k)e~*%0a |0)

Son évolution temporelle est simplement :

o (1)) = / dk f(K)e~ika0e=irtq] |0y

Cest-a-dire : **chaque composante en k** acquiert un **facteur de phase** e~k

> Résultat : le paquet d’ondes se **déplace et se déforme dans le temps**, & cause de la dispersion (le fait que wy n’est pas
linéaire en k).

**5. En résumé**

- Le champ ¢(x,t) évolue dans le temps selon ’équation de Klein-Gordon (ou Dirac, Maxwell, etc. pour d’autres types de
champs). - Ses **modes propres** (ondes planes) ont une évolution temporelle simple : e~k - Les **¢tats de particules
localisées™* qu’on construit & partir du champ se propagent dans I’espace et dans le temps, avec dispersion.

Tu veux qu’on code un petit simulateur pour voir **comment un paquet d’onde relativiste se déplace et s’élargit dans le temps**
°

user Oui.

ChatGPT Super, voyons cela en pratique ! On va coder une **simulation d’un paquet d’ondes relativiste** qui se propage dans
le temps & partir d’un **état localisé dans 1’espace**.

Voici ce qu’on va faire dans ce code Python : 1. Créer un paquet d’ondes & t = 0, centré autour de la position zy. 2. Calculer son
évolution dans le temps en prenant en compte la dispersion des différents modes (chaque mode ayant une fréquence différente).
3. Afficher I’évolution du paquet d’ondes en fonction du temps.

On va utiliser ‘numpy* et ‘matplotlib‘ pour visualiser I’évolution.

**Code Python : Simulation d’un paquet d’ondes relativiste**

12



¢¢‘python
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Paramétres
x0 = 0.0 # Position initiale du paquet
kO = 5.0 # Moment moyen
sigma = 1.0 # Largeur en k (en relation avec la localisation spatiale)
m=1.0 # Masse de la particule

x_vals = np.linspace(-20, 20, 1000) # Espace spatial
k_vals = np.linspace(-10, 10, 1000) # Espace des moments
dk = k_vals[1] - k_vals[0] # Discrétisation de k
Fréquence associée a chaque k

omega_k = np.sqrt(k_vals**2 + m*x*2)

Fonction d’enveloppe (gaussienne)
f_k = np.exp(- (k_vals - kO)*x2 / (2 * sigmax**2))

Fonction d’onde spatiale initiale (t=0)
def psi_initial(x):
psi_x = np.zeros_like(x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0))
psi_x[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
return psi_x

Evolution temporelle de 1’état : chaque mode a une phase différente
def evolve(psi_x, t):
psi_xt = np.zeros_like(psi_x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x_vals):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0) - 1j * omega_k * t)
psi_xt[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
return psi_xt

Visualisation de 1’évolution du paquet d’ondes
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))
t_values = [0, 1, 2, 3] # Temps auxquels on va observer 1’évolution
for t in t_values:
psi_x_t = evolve(psi_initial(x_vals), t)
ax.plot(x_vals, np.abs(psi_x_t)**2, label=f’t = {t}’)

ax.set_title("Evolution d’un paquet d’ondes relativiste")
ax.set_xlabel("Position x")

ax.set_ylabel("Densité de probabilité |psi(x,t)[~2")
ax.legend()

ax.grid(True)

plt.show()

(3

**Explication du code :**

1. ¥**Paramétres :** - ‘x0°, ‘k0¢, et ‘sigma‘ définissent la **position initiale**, le **moment moyen**, et la **largeur** du paquet
d’ondes dans ’espace des moments k. - ‘m‘ est la masse de la particule associée au champ. - ‘x_vals‘ et ‘k_ vals* définissent les
**discrétisations de I'espace et du moment**.

2. **Fonction d’enveloppe f(k) :** - C’est une fonction gaussienne centrée autour de ko, ce qui permet de créer un paquet
d’ondes localisé en position au début.

13



3. **Calcul de I'état initial ¢(z, ¢t = 0) :** - L’état initial ¢ (z) est une **superposition de modes de moment** k, chacun ayant
un facteur de phase e~*** avec une amplitude donnée par f(k).

4. **Evolution temporelle :** - Pour chaque valeur de temps ¢, on applique un facteur de phase e~*** 4 chaque mode k pour
obtenir I’évolution temporelle de chaque composante du paquet d’ondes.

5. **Affichage :** - La densité de probabilité |1 (z, )| est tracée pour différentes valeurs de ¢ pour observer 1’évolution du paquet
d’ondes dans le temps. On peut voir comment il se **déplace et se déforme**.

**Ce que tu devrais observer :** - A ¢ = 0, le paquet d’ondes est localisé autour de zg. - Avec le temps, **le paquet se propage**,
et il se **diffuse** (les composantes de moment plus petites ou plus grandes se déplacent différemment). - Ce phénoméne est
une conséquence de la **dispersion des différents modes**.

Tu veux que j’ajoute un peu de contréle pour visualiser plus de détails, comme les moments ou une animation pour observer
I’évolution plus dynamiquement ?

user Oui.

ChatGPT Super, on va ajouter une **animation** pour visualiser plus dynamiquement I’évolution du paquet d’ondes relativiste
dans le temps. En plus, on va ajouter un **controle interactif** pour observer comment la **dispersion** se manifeste a différents
moments.

On utilisera ‘matplotlib.animation‘ pour créer animation, ce qui permettra de voir en temps réel comment le paquet d’ondes
évolue.

**Code avec animation et controle interactif**

Voici le code complet pour "animation, ot ’on peut voir I’évolution du paquet d’ondes au fur et & mesure du temps.

[

python

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

Paramétres

x0 = 0.0 # Position initiale du paquet

kO = 5.0 # Moment moyen

sigma = 1.0 # Largeur en k (en relation avec la localisation spatiale)
m=1.0 # Masse de la particule

x_vals = np.linspace(-20, 20, 1000) # Espace spatial
k_vals = np.linspace(-10, 10, 1000) # Espace des moments
dk = k_vals[1] - k_vals[0] # Discrétisation de k
Fréquence associée a chaque k

omega_k = np.sqrt(k_vals**2 + m**2)

Fonction d’enveloppe (gaussienne)
f_k = np.exp(- (k_vals - k0)*x2 / (2 * sigmaxx2))

Fonction d’onde spatiale initiale (t=0)
def psi_initial(x):
psi_x = np.zeros_like(x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0))
psi_x[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
return psi_x

Evolution temporelle de 1’état : chaque mode a une phase différente
def evolve(psi_x, t):
psi_xt = np.zeros_like(psi_x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x_vals):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0) - 1j * omega_k * t)
psi_xt[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
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return psi_xt

Créer la figure et les axes
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

Plot initial
line, = ax.plot(x_vals, np.abs(psi_initial(x_vals))**2, label=’t = 0’)

Paramétres de 1l’animation

ax.set_x1im(-20, 20)

ax.set_ylim(0, 1.2 * np.max(np.abs(psi_initial(x_vals))**2))
ax.set_title("Evolution d’un paquet d’ondes relativiste")
ax.set_xlabel("Position x")

ax.set_ylabel("Densité de probabilité |psi(x,t)|~2")
ax.grid(True)

Fonction d’animation

def animate(t):
# Calculer 1’évolution du paquet d’ondes pour un moment donné t
psi_x_t = evolve(psi_initial(x_vals), t)

# Mettre a jour la courbe dans le graphique
line.set_ydata(np.abs(psi_x_t)**2)
ax.set_title(f"Evolution d’un paquet d’ondes relativiste - t = {t:.2f}")

return line,

Créer 1l’animation
ani = FuncAnimation(fig, animate, frames=np.linspace(0, 10, 200), interval=50, blit=True)

plt.show()

(]

**Explication des changements :**

1. **Animation avec ‘FuncAnimation‘ :** - On crée une **animation™* avec ‘FuncAnimation‘ de ‘matplotlib.animation‘. - La
fonction ‘animate(t)‘ est appelée a chaque étape, ou ¢ représente le temps. - Pour chaque valeur de ¢, on calcule I’état v (x,t) et
on met & jour la courbe |¢(x,t)|? dans le graphique.

2. **Limites de I'axe :** - On ajuste dynamiquement 1’axe en y pour que la densité de probabilité reste bien visible pendant
toute 'animation.

3. ¥Paramétres de animation :** - ‘frames=np.linspace(0, 10, 200)‘ : nous faisons varier le temps de ¢t = 0 & ¢t = 10, en créant
200 images pour obtenir une animation fluide. - ‘interval=50° : cela définit l'intervalle entre chaque image de I’animation (50
ms).

4. **Interaction et mise a jour :** - La densité de probabilité |1 (z,t)|? est mise & jour en temps réel pour simuler I’évolution du
paquet d’ondes.

**Ce que tu verras :** - Un paquet d’ondes qui commence bien localisé au départ (& ¢t = 0) et qui se **propage™* dans l’espace.
- Tu observeras aussi **la diffusion** du paquet & mesure que le temps passe, car les composantes de moment se déplacent & des
vitesses différentes.

Si tu veux ajouter des controles interactifs pour ajuster les paramétres comme kg, o, ou m pendant ’animation, tu peux utiliser
des widgets interactifs avec ‘ipywidgets‘, mais je peux te guider pour cela si tu veux !

Tu veux que je montre un exemple de contrdle interactif pour changer un de ces paramétres en temps réel ?

user Oui.

ChatGPT Trés bien, ajoutons un contrdle interactif pour pouvoir ajuster certains parameétres en temps réel pendant I’animation,
comme la **position initiale** du paquet d’ondes g, sa **largeur** o, ou encore la **masse** m de la particule. Pour cela, on

va utiliser **ipywidgets‘**.
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**Etapes** : 1. Ajouter des **widgets interactifs** pour controler les paramétres g, o, et m. 2. Faire en sorte que ces widgets
modifient en temps réel les paramétres de 'animation.
Voici comment tu peux faire ¢a en ajoutant un controle interactif avec ‘ipywidgets‘ pour modifier les paramétres.

**Code avec contrdle interactif :**

[

python

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
import ipywidgets as widgets

from IPython.display import display

Paramétres initiaux

x0 = 0.0 # Position initiale du paquet

kO = 5.0 # Moment moyen

sigma = 1.0 # Largeur en k (en relation avec la localisation spatiale)
m=1.0 # Masse de la particule

x_vals = np.linspace(-20, 20, 1000) # Espace spatial
k_vals = np.linspace(-10, 10, 1000) # Espace des moments
dk = k_vals[1] - k_vals[0] # Discrétisation de k
Fréquence associée a chaque k

omega_k = np.sqrt(k_vals**2 + m*x*2)

Fonction d’enveloppe (gaussienne)
def f_k_func(k_vals, kO, sigma):
return np.exp(- (k_vals - k0)**2 / (2 * sigma**2))

Fonction d’onde spatiale initiale (t=0)
def psi_initial(x, x0, kO, sigma):
f_k = f_k_func(k_vals, kO, sigma)
psi_x = np.zeros_like(x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0))
psi_x[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
return psi_x

Evolution temporelle de 1’état : chaque mode a une phase différente
def evolve(psi_x, t, x0, kO, sigma, m):
f_k = f_k_func(k_vals, kO, sigma)
omega_k = np.sqrt(k_vals**2 + m**2)
psi_xt = np.zeros_like(psi_x, dtype=complex)
for i, xi in enumerate(x_vals):
integrand = f_k * np.exp(-1j * k_vals * (xi - x0) - 1j * omega_k * t)
psi_xt[i] = np.sum(integrand) * dk / np.sqrt(2 * np.pi)
return psi_xt

Créer la figure et les axes
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

Plot initial
line, = ax.plot(x_vals, np.abs(psi_initial(x_vals, x0, kO, sigma))**2, label=’t = 0’)

Paramétres de 1l’animation

ax.set_x1im(-20, 20)
ax.set_ylim(0, 1.2 * np.max(np.abs(psi_initial(x_vals, x0, kO, sigma))**2))
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ax.set_title("Evolution d’un paquet d’ondes relativiste")
ax.set_xlabel("Position x")

ax.set_ylabel("Densité de probabilité |psi(x,t)|~2")
ax.grid(True)

Fonction d’animation
def animate(t, x0, kO, sigma, m):
# Calculer 1’évolution du paquet d’ondes pour un moment donné t
psi_x_t = evolve(psi_initial(x_vals, x0, kO, sigma), t, x0, kO, sigma, m)

# Mettre a jour la courbe dans le graphique
line.set_ydata(np.abs(psi_x_t)**2)
ax.set_title(f"Evolution d’un paquet d’ondes relativiste - t = {t:.2f}")

return line,

Créer 1l’animation
ani = FuncAnimation(fig, animate, frames=np.linspace(0, 10, 200), interval=50, blit=True)

Créer des widgets pour les contrdles interactifs

x0_slider = widgets.FloatSlider(value=0.0, min=-10, max=10, step=0.1, description="x0 (Position)")
sigma_slider = widgets.FloatSlider(value=1.0, min=0.1, max=5.0, step=0.1, description="sigma (Largeur)")
m_slider = widgets.FloatSlider(value=1.0, min=0.1, max=5.0, step=0.1, description="m (Masse)")

Fonction d’animation interactive avec les widgets
def update(x0, sigma, m):
global ani
ani.event_source.stop() # Arréter 1l’animation pour la redémarrer avec les nouveaux paramétres
ani = FuncAnimation(fig, animate, frames=np.linspace(0, 10, 200), interval=50, blit=True, repeat=True)
display(ani) # Afficher 1’animation mise & jour

Utiliser ‘widgets.interactive‘ pour lier les contrdles avec la mise & jour de 1l’animation
widgets.interactive(update, x0=x0_slider, sigma=sigma_slider, m=m_slider)

Affichage des contrdles interactifs
display(xO_slider, sigma_slider, m_slider)
plt.show()

(]

**Explication des ajouts :**

1. **Ajout de ‘ipywidgets‘ :** - On a ajouté des **widgets interactifs** pour ajuster la position zg, la largeur o, et la masse m.
- Ces widgets permettent de **modifier dynamiquement** les parameétres en temps réel pendant ’animation. - Les widgets sont
créés avec des ‘FloatSlider qui offrent un contréle continu sur les valeurs.

2. **Mise & jour de 'animation :** - La fonction ‘update()‘ est appelée chaque fois que 'utilisateur modifie un des paramétres.
- Elle arréte "animation en cours, puis la redémarre avec les nouveaux parameétres, en mettant & jour 1’évolution du paquet
d’ondes.

3. *¥*Controles interactifs :** - L’animation est **dynamique** et mise & jour & chaque changement de valeur d’un des paramétres.
- Les sliders sont affichés sous le graphique, permettant un controle facile de zg, o, et m.

**Ce que tu verras :** - **[’animation** du paquet d’ondes, ot tu peux ajuster : - xoy pour changer la position initiale du
paquet, - o pour modifier sa largeur (et voir comment cela affecte la propagation), - m pour changer la masse de la particule et
observer l'effet sur la dispersion du paquet.

- Les **controles interactifs** (sliders) te permettent de modifier ces paramétres et de voir 'impact immédiatement.

Essaye de jouer avec les sliders et de voir comment ’animation réagit aux changements ! Cela te permet de mieux visualiser
I'impact de la largeur, de la position et de la masse sur la propagation du paquet d’ondes.

user Pourrais-tu m’expliquer un peu plus cette phrase : L’amplitude sqrt(n) vient de la normalisation de ’espace de Hilbert ?

17



ChatGPT Bien str ! Cette phrase fait référence a une idée trés importante en mécanique quantique et en théorie quantique des
champs : **la normalisation des états dans l’espace de Hilbert**, et en particulier & **l’action des opérateurs de création et
d’annihilation** sur les états de particules.

**Petit rappel du contexte**

Dans l’espace de Fock (celui qu’on utilise pour décrire des états avec un nombre variable de particules), on définit des **opérateurs
de création** af et d”**annihilation** a qui agissent sur des **¢tats de nombre** notés |n), ot n est le nombre de particules.
Ces opérateurs vérifient :

-alln)y =vn+1n+1)-aln)=njn—1)

Mais pourquoi le facteur v/n ou vn +1 7

**La raison : la normalisation™*

En mécanique quantique, les états doivent étre **normalisés** : on veut que (n|n) = 1. Cela signifie que la probabilité totale
est 1 (’état est bien défini).

Si on définit 'action de a sur |n) sans le facteur y/n, on obtiendrait un vecteur qui **n’est pas correctement normalisé**, et donc
les calculs de probabilités ou d’observables donneraient de mauvaises valeurs.

Voyons-le briévement :

**Exemple simple**

Partons de la définition :

-atn) =vn+1n+1)

Alors si on fait :

- afaln) = al(yiln — 1)) = Vi - Vi) = nln)

Donc l'opérateur a'a (appelé **opérateur nombre**) donne bien n, ce qui confirme qu’il y a n particules dans I’état.
**Conclusion™*

Le facteur \/n **vient de la condition que tous les états |n)** doivent rester **normalisés**. C’est **nécessaire pour que les
probabilités et les observables physiques aient un sens cohérent**. C’est une conséquence de la structure mathématique de
I’espace de Hilbert, ou les vecteurs doivent avoir une norme finie et les opérateurs doivent étre bien définis.

Si tu veux, je peux te montrer **d’ou sort exactement ce facteur** en partant d’un état |n) et en utilisant les relations de
commutation. Tu veux qu’on le fasse ?

user Oui

ChatGPT Parfait ! Allons-y pas & pas. On va partir de 1’état |n), un état avec n particules (ou quanta), et on va voir pourquoi
I’opérateur d’annihilation a agit comme :

aln) = v/aln — 1)

en **imposant la normalisation** des états.

**1. Hypothése :** On suppose que les états |n) sont orthonormés :

(nln)y =1 et (mn)=0sim#n

**2. Opérateurs de création et annihilation**
On a:
af|n) = epln + aln) = dy|n — 1)

pour des constantes ¢, et d, qu’on veut déterminer. On va montrer qu’ils valent v/n + 1 et \/n.

**3. On utilise la relation de commutation**
Les opérateurs a et al vérifient :

[a,a'] = aa’ —afa =1

Et on définit 'opérateur **nombre** :
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On suppose :

N|n) = n|n)

**4. Calcul de la norme de a|n)**
Regardons la norme de I’état a|n). Appelons-la |u) = a|n), donc :

laln)|l? = (nlataln) = (n|N|n) = n

Donc a|n) est un vecteur de norme /n, ce qui veut dire :

aln) = v/aln 1)

(par convention, on choisit la phase réelle et positive, mais on pourrait rajouter un facteur de phase globale, qui ne change pas
la physique).

*%5  Méme chose pour af**

Faisons pareil pour af|n) :

la®[n)|[* = (nlaa®[n) = (n|(1+a'a)ln) = 1+n

Donc :

alln) =vn+1jn+1)

**Conclusion**

Le facteur y/n apparait **naturellement** quand on impose la **normalisation des états** dans ’espace de Hilbert. Il garantit
que les états produits par les opérateurs a et af restent bien normalisés.

C’est une des signatures importantes de la **structure bosonique** des champs quantiques. (Pour les fermions, c’est différent,
car les opérateurs obéissent a des **relations d’anticommutation**.)

Tu veux qu’on fasse un paralléle avec des oscillateurs harmoniques classiques, ou tu préféres voir comment ¢a se généralise a des
champs quantiques ?

user Pourquoi 'opérateur nombre est-il le produit de a+ par a ?

ChatGPT Excellente question ! Pourquoi définit-on I'opérateur nombre comme :

N =dla

(et pas par exemple aa’ ou autre chose) ?

**Réponse courte :** Parce que Popérateur N = ala **compte effectivement le nombre de quanta (ou particules)** dans un
état |n), comme on le souhaite :

Nin) = afaln) = n|n)

Ce résultat ne fonctionne **que** si on prend **d’abord a, puis a'** dans cet ordre. C’est une conséquence de **la structure
mathématique** des opérateurs de création et d’annihilation.

**Démo rapide **

On sait :
-aln) = /nln —1) -al|n) = Vn +1n+1)
Alors :

Nin) = alaln) = ' (valn = 1)) = Viatn = 1) = v/ - v/aln) = nln)

Donc l'opérateur N **renvoie bien le nombre de quanta** dans létat.
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**¥Mais pourquoi pas aal ?7%*
Voyons ce que fait aal :

aa’|n) =a(Vn+1ln+1)) =vn+1lan+1) =vVn+1-vVn+1|n) = (n+1)|n)

Donc :

aaT:N—i—l

Ce qui est vrai en général :

[a,a]=1 = aa' =ala+1

**Conclusion :**
On définit 'opérateur nombre comme :

N =dfa

parce que c’est **Popérateur qui mesure effectivement combien de quanta (ou particules) il y a dans I’état**. C’est un **ob-
servable** (opérateur hermitien), et ses valeurs propres sont les entiers n =0,1,2,...

Cette définition est **fondamentale** en théorie quantique des champs, parce que c’est elle qui permet d’interpréter les champs
comme des ensembles de particules quantifiées.

Tu veux que je te montre comment cet opérateur se retrouve dans le Hamiltonien (I’énergie du systéme), comme dans I’oscillateur
harmonique quantique ?

user Oui

ChatGPT Parfait ! Le lien entre 1’**opérateur nombre** N = afa et 1’**Hamiltonien** (I’énergie) est trés clair dans 'exemple
fondamental de I’**oscillateur harmonique quantique**, qui est aussi a la base de la quantification des champs.

**1. Le Hamiltonien classique de 'oscillateur harmonique :**

En mécanique classique, pour une particule de masse m et de pulsation w, on a :

2 1
H = i + —mw?z?
2m 2

**2. En mécanique quantique :**

On quantifie et p en opérateurs :

- ['7;7p] =1h

Et on définit les opérateurs **d’annihilation** a et **de création** af :

mw n ) + mw 1
a=/— |z+—pla' =4/— |2 — —
2h mwp 2h mwp

C’est une transformation linéaire canonique qui simplifie énormément 1’Hamiltonien.

*%3. Le Hamiltonien en fonction de a et af :**
Si tu remplaces x et p dans le Hamiltonien, tu obtiens :

H:m(afa+;>:hw<ﬁ+;)
Donc :

-a'a = N est Popérateur **nombre de quanta** - Le terme fiwN donne 1’énergie due au **nombre de quanta** - Le terme %hw
est "**¢énergie du vide** : méme quand il n’y a aucune particule, le systéme a une énergie résiduelle.

*%4 . Energie des états propres**
Les états propres du Hamiltonien sont les |n), et leur énergie est :
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1

Hin) = hw (n+ 2) |n)
Donc chaque quantum d’énergie correspond & une particule (ou excitation du champ) de fréquence w. C’est exactement ce que
fait le champ quantique : il associe **& chaque mode du champ un oscillateur quantique**.
**Conclusion**
L’opérateur N = aa **compte le nombre d’excitations** de 1'oscillateur, et le Hamiltonien H = hw(N + %) **associe a chaque
excitation une quantité d’énergie**.
En théorie quantique des champs, chaque mode du champ (chaque valeur de k) est comme un oscillateur harmonique, et les
**particules sont les quanta** de ces oscillateurs.
Tu veux voir comment on généralise ¢a & un **champ quantique réel** (genre champ scalaire libre) ?
user Oui
ChatGPT Parfait, on attaque un gros morceau : **la quantification canonique d’un champ scalaire réel libre**. C’est le point
de départ pour comprendre comment les champs quantiques sont vus comme **ensembles infinis d’oscillateurs quantiques™*.
**1. Le champ scalaire réel libre**
Prenons un champ ¢(z,t), une fonction scalaire de ’espace-temps, dont la dynamique est donnée par le Lagrangien :

_1 2_1 2_}22
£ =500 — 5(Ve)* — 5m’s

C’est 'analogue continu d’un ensemble d’oscillateurs avec masse m. La dynamique de ¢ est donnée par I’équation de Klein-
Gordon :

(O+mHp=0 oul=09?—-V?

**2. Solution classique : décomposition en modes**
On peut résoudre cette équation en décomposant le champ en ondes planes (comme une transformée de Fourier) :

o(x,t) :/d3k L (aﬁei(’;'ffw’“t) —I—a’ie*i(E'ff“’kt))
’ (27m)3 2wy, \ F k

avec wy, = ¢/ |k|2 +m2.

**3. Quantification canonique**
On **remplace** maintenant ¢ et son moment conjugué m = 9;¢ par des **opérateurs™* ¢ et 7, et on impose la **relation de
commutation canonique** :

[6(2,1), 7(3,1)] = ihd® (& — §)

Puis on promeut les coefficients az, a* & des **opérateurs d’annihilation et de création
k7k

n d*k 1 o k@ | At —ik-@
¢(m)/(27r)3 T <aEek +age k )

X%k .

**4. Interprétation physique :**
- Chaque mode k correspond & **un oscillateur quantique**. - d;% crée une particule de moment £ - G en détruit une - L’état
du champ est un **état de Fock**, avec un nombre variable de particules

**5. Hamiltonien du champ**
En quantifiant le Hamiltonien du champ, on obtient :

A &’k i1
= [ gt (e 3)

C’est exactement la somme des Hamiltoniens des oscillateurs quantiques vus tout & I’heure ! Donc : **un champ quantique =
une infinité d’oscillateurs harmoniques couplés**, un par vecteur d’onde k.
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**Conclusion :**

- Le **champ** ¢(z) est un opérateur distribué dans I’espace. - Chaque **mode de Fourier** du champ se comporte comme
un **oscillateur quantique™*, avec opérateurs ag, &]T;. - L**espace de Fock** du champ contient tous les états avec 0, 1, 2, ...
particules dans chaque mode k.

Tu veux qu’on illustre comment une particule se manifeste dans ce champ, par exemple en termes de **localisation™* ou d’**état
a une particule** ?

user Oui

ChatGPT Super ! Plongeons dans la question : **comment une particule apparait dans un champ quantique** et a quoi
ressemble un **état & une particule localisée™*,

**1. Dans un champ quantique, que signifie “avoir une particule” 7**

On a vu que les **états de Fock** contiennent un nombre variable de particules. Par exemple, un **état a une particule** dans
le mode k s’écrit :

Ky =aLlo

17y = atjo)

Mais cet état correspond & une **particule de moment bien défini** p = hk. Et donc, selon le principe d’incertitude, il est
**complétement délocalisé** dans ’espace.

**2. Pour une particule localisée : superposition de modes**

Pour construire une particule **localisée dans l’espace**, on fait une **superposition** des états |k) avec différentes valeurs de
k, comme une transformée de Fourier inverse.

On définit un **état & une particule localisée autour du point To** comme :

v = [ @k sEatio

ot f(k) est une **fonction test** centrée sur une certaine direction ko, et qui encode la **forme d’onde** de la particule. Par
exemple, une gaussienne autour de k¢ va donner une particule localisée en Zy avec une certaine dispersion.

**3. Interprétation physique**

- Le **champ** est quantifié, et le **vide** |0) est ’état sans particule. - Quand on applique dTE, on excite le champ : une

**quantum d’énergie** apparait dans le mode k - Une **particule localisée** est donc une **excitation du champ**, bien
construite pour étre localisée (au sens de 1’onde)

C’est une maniére **trés différente** de penser les particules : elles ne sont **pas des objets ponctuels**, mais des **états
particuliers du champ**, un peu comme une **bosse localisée** dans une nappe vibrante.

**4. Exemple : fonction d’onde gaussienne**

Disons :

(E—Eg)?

fR)y=Ne 27 e~ k%o

Alors 1) est un **état & une particule centrée autour de Zp**, avec une impulsion moyenne Ko, et une **dispersion spatiale
inversement proportionnelle & o**.

**Conclusion**

- Une particule dans un champ quantique n’est **pas un point**, c’est une **excitation du champ**, décrite par une superposition
d’états d’oscillateurs. - Les opérateurs &g permettent de construire ces états. - Les états & une particule peuvent étre **localisés**
si on superpose finement les bons modes.

Tu veux qu’on aille plus loin et qu’on voie comment cette excitation évolue dans le temps (propagation de la particule) ?

user Oui

ChatGPT Parfait, voyons **comment une particule (excitation du champ) évolue dans le temps**. On va suivre I’évolution d’un
**état & une particule localisée** construit & partir du vide.
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**1. L’état initial & ¢ = 0**
On part d’un état & une particule :

w0 = [ &k sEato
ou f (E) est par exemple une gaussienne autour de I;/:O, ce qui signifie une particule centrée autour de &y, avec une impulsion EO.

*%9_ Evolution dans le temps :**
En mécanique quantique, I’évolution d’un état est donnée par I’opérateur d’évolution :

[(t)) = e~ 1P|y (0))

Le Hamiltonien du champ est (en unités naturelles h = 1) :

H= /d3kwk TE + (const)

et wi = £/ |k|2 + m2.

*%3 Comment e "t agit 7**
On peut montrer que :
e—thazeth _

Autrement dit, chaque opérateur de création évolue dans le temps comme une onde plane oscillante.
Donc :

wie) = [ @k s e allo)

**4. Interprétation : propagation de I'excitation**
L’amplitude f(k ) acquiert une phase e+ dépendante de k, ce qui déforme la superposition initiale dans le temps. En position,
cela correspond & une **onde qui se propage™*, avec une **Vltesse de groupe** donnée par :

k

Uy = V~wk =
9 k W,

- Pour une particule sans masse : wp = |E|, donc v, = 1 (lumiére) - Pour une particule massive : v, < 1, elle se propage plus
lentement

**5. Résultat : la “bosse” se déplace**

Dans I’espace des positions, I’état correspond & une **bosse qui se propage** a vitesse U,. C’est comme une **paquet d’onde**,
qui reste bien localisé (si f(k) est assez étroit), mais qui **se déplace™* avec le temps.

Autrement dit : **une particule est une bosse mobile dans le champ quantique**, et son mouvement est décrit par I'interférence
de tous les modes k pondérés par f(k)e™“nt.

**Conclusion :**

- Une particule localisée dans un champ quantique évolue comme un paquet d’onde. - Cette dynamique est déterminée par
PHamiltonien, exactement comme en mécanique quantique. - En champ libre, elle se propage sans changer de forme (ou
presque). - En champ interactif, elle peut se diffuser, créer ou annihiler d’autres particules.

Tu veux qu’on regarde comment les interactions peuvent faire apparaitre ou disparaitre des particules, via les champs ?

user Oui

ChatGPT Excellent ! On va maintenant aborder **les interactions en théorie quantique des champs (QFT)**, et voir **comment
elles permettent la création ou I’annihilation de particules**. C’est 14 que la QFT révéle toute sa puissance : **les particules ne
sont pas fixes**, elles peuvent **apparaitre, disparaitre et interagir** — comme dans les collisions, la radioactivité, ou I’émission
de lumiére.
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**1. Jusqu’ici : champ libre = pas d’interaction™*
Dans un champ libre (comme le champ scalaire qu’on a vu), les particules **ne se parlent pas** : - Elles se propagent selon
I’équation de Klein-Gordon. - Le nombre total de particules est **conservé**. - Le Hamiltonien est simplement :

Hlibre = /d?’kwk CALL-.(AIE

**2. Maintenant : ajout d’une interaction**
Supposons qu’on ajoute un **terme d’interaction** au Lagrangien. Exemple trés classique :

1

A
L=5(0,9)* - §m2¢2 - Ifb‘l

1
2
Ce terme ¢* permet des **processus d’interaction™* entre particules.

- Une particule peut **se diviser** en trois autres. - Deux particules peuvent **fusionner**. - Le nombre de particules **n’est
plus conservé**,

**3. Ce que cela veut dire physiquement**

Quand on écrit une interaction comme ¢, et qu’on exprime le champ en termes d’opérateurs :

d®k

P(x) ~ \/TTJC

(&%eik-i‘_,'_&%e—i 5)

Alors ¢* contient des combinaisons comme :

- a'aTaa : deux particules qui se croisent - aaaa : annihilation de quatre particules - afatafal : création de quatre particules -
atata : **création de deux particules et annihilation d’une** (changement de nombre total)

Chaque de ces termes représente une **possibilité d’interaction®*.

**4, Exemple visuel : diagrammes de Feynman**

Pour calculer les probabilités de ces processus, on utilise les **diagrammes de Feynman**, ou :

- Chaque **ligne** représente une particule. - Chaque **sommet** représente une interaction (par exemple, un point ¢* connecte
4 lignes). - Ces diagrammes permettent de calculer des **amplitudes de transition** : probabilité qu’un état initial devienne un
état final.

Exemples : - 2 — 2 : deux particules qui se diffusent (scattering) - 1 — 3 : une particule qui se désintégre - 0 — 4 : création
spontanée de particules (possible dans un champ excité, pas depuis le vide pur)

**5. Les opérateurs de champ permettent tout ¢a**

En résumé :

- Lopérateur ¢(x) **crée ou détruit une particule & un point de ’espace**. - En combinant plusieurs ¢(x) dans I'interaction,
on permet & plusieurs particules **d’entrer en collision, de se transformer, d’apparaitre ou de disparaitre**. - C’est ¢a qui fait
de la QFT **une théorie des interactions entre particules™*.

**Conclusion™*

- Les interactions (comme ¢*, ou électromagnétiques, ou faibles) **permettent & des particules d’apparaitre ou de disparaitre**,
- Ce processus est codé dans les **opérateurs de champ**. - Les probabilités de ces événements sont **calculées & 1’aide de
diagrammes de Feynman**, ou via des séries de perturbation.

Tu veux qu’on regarde un **exemple concret de diffusion de particules avec diagramme de Feynman** (par exemple ¢* — ¢%),
ou qu’on passe a I'interaction avec un champ différent (comme le photon ou un champ de Dirac) 7

user Oui

ChatGPT Top ! Prenons un **exemple concret de diffusion entre particules dans une théorie ¢*** — c’est le plus simple et le
plus pédagogique pour commencer avec les **diagrammes de Feynman**.

*%] . Le contexte : théorie ¢***

On travaille avec un champ scalaire réel ¢(z) avec une interaction :

A
Ling = —I¢4(fﬂ)
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Ce terme signifie qu’a chaque **point de ’espace-temps**, 4 champs peuvent interagir. On va regarder un processus simple :
**diffusion a 2 particules™* :

¢p+o—=0+9

**2. Diagrammes de Feynman associés™*

A T'ordre le plus bas (le plus simple) de la théorie des perturbations, il y a **trois diagrammes** qu’on peut dessiner, appelés
les **canaux s, t, et u** :

a. **Canal s** Deux particules arrivent, interagissent en un point, et deux sortent :

Un **seul vertex**, représentant le terme ¢*. Tous les **4 champs se rencontrent en un point** : création immeédiate du
processus.

b. **Canaux t et u** On peut aussi dessiner des processus ou les particules échangent un **quantum intermédiaire** (intermé-
diaire virtuel) :

- **Canal t **

- *¥*Canal u :** méme dessin mais avec les deux particules échangées a la sortie.

Ces deux diagrammes apparaissent quand on développe le terme ¢* & 1’ordre second (ou plus) de la série de perturbation.

**3. Lecture physique**

Chaque diagramme est associé a une **amplitude** (un nombre complexe) qu’on calcule. L’amplitude totale de diffusion &
l’ordre 1 est :

M = —iX

(et si on va a l’ordre suivant, on a des intégrales de boucle).

On peut ensuite obtenir la **section efficace™* (probabilité que le processus ait lieu), qui est **mesurable en expérience™*.

**4. Pourquoi c’est cool**

- Cette approche **unifie** la mécanique quantique et les interactions entre particules. - Elle **prévoit des probabilités
d’événements** observés dans les accélérateurs de particules. - Le **formalisme est général** : on remplace ¢ par d’autres
champs (électrons, photons, quarks...) et on change les interactions.

Tu veux la version suivante ? On peut :

- Calculer **concrétement 'amplitude M** pour ce diagramme. - Introduire un champ **de Dirac (pour des particules comme
les électrons)**. - Ou **montrer 'interaction avec un photon (électrodynamique quantique, QED)**.

Dis-moi ce que tu veux explorer !

user Concrétement comment définit-on 'opérateur ¢(x) qui agit comme un opérateur de création de particule a la position x 7
ChatGPT Excellente question ! C’est ici que la magie de la théorie quantique des champs (QFT) opére vraiment : **’opérateur de
champ ¢(z)** agit comme **un mélange d’opérateurs de création et d’annihilation**, répartis dans ’espace. Voyons concrétement
comment on le définit.

**1. Définition de lopérateur de champ ¢(x)**

Dans une théorie de champ scalaire (par exemple un champ de Klein-Gordon), on écrit ¢(z), ou & = (¢,Z), comme une **dé-
composition en modes d’onde** :

d*k 1 ~ —ikx | AT ik-x
¢($)—/(27T)3 oo L0 +aze }

ou :

- ay est P'opérateur d”**annihilation** d’une particule de moment E, -al

E
E,-k-2=wit—Fk- % - wp = VE2 +m?2 (relation de dispersion relativiste).

est 'opérateur de **création** de particule de moment

**2. Interprétation physique**

- L’opérateur ¢(x) est une **sorte de transformée de Fourier™* des opérateurs ay, ce qui signifie qu’il est **localisé en 7**. -
Mais il contient & la fois aj (qui **enléve une particule**) et a% (qui **ajoute une particule**) : c’est un opérateur **mixte**.

- Quan x) agit sur le vide |0), il produit un **état superposé de particules de tous les moments**, pondérés pour que la
d git le vide |0), il duit **état é d ticules de t 1 tg** déré |
particule soit localisée pres de Z.
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**3. Exemple : création d’un état localisé**
On peut fabriquer un **état & une particule localisée autour de Zo** & l'instant ¢ = 0 en faisant :

1) = &(0)]0)

(plus précisément, on devrait faire une superposition : [ d3z f(Z)¢(Z)|0), mais ¢(%o)|0) est un bon point de départ formel)

Ce vecteur d’état contient une **excitation du champ autour de Zo**. Il n’est pas strictement localisé, mais c’est un bon modéle
d’une **particule créée & un point donné**.

**4, Structure opératoire**

L’opérateur ¢(x) **n’est pas un pur créateur de particule en z**. Mais en I'appliquant au vide, la partie contenant a% domine,
car :

Bk 1
a0y =0 = ¢@)0)= [ —= e zat|o
£00) 6@ = [ Gz —g=eall0
Donc : **sur le vide**, ¢(z) agit bien **comme une superposition d’opérateurs de création de particules** de tous les moments,
avec une phase qui encode la localisation autour de z.

**5. En résumé**

- ¢(x) contient a la fois création et annihilation. - Appliqué au vide, il **crée une particule “au point” z** (modulo les limites
de localisation relativiste). - C’est la **brique de base des interactions** : chaque vertex de Feynman est une évaluation de ¢(z)
dans un Lagrangien d’interaction.

Si tu veux, je peux te montrer : - Comment construire une **fonction d’onde a partir de ¢(x)|0)**, - Ou comment on **calcule
Iamplitude qu’une particule créée en x** se retrouve en y plus tard — c’est le **propagateur de Feynman**.

Tu veux explorer ¢a ?

user Qui, comment construire une fonction d’onde ?

ChatGPT Parfait, voyons maintenant comment construire une **fonction d’onde** a partir de opérateur de champ ¢(z) et de
Pétat ¢(x)|0), qui représente une particule localisée.

1. **Construction de la fonction d’onde & partir de ¢(x)|0)
L’idée est d’évaluer I’état créé par 'opérateur ¢(x) et de voir comment il est projeté dans un état a la position ¢ (une fonction
d’onde). On commence avec un état de particule localisée créé par ¢(x), et ensuite, on calcule comment cet état évolue.

a. ¥**Opérateur de création et état localisé**

Nous avons l’état ¢(x)|0), qui représente une particule créée au point x :

*3%k

[¥) = ¢(2)0)

Cet état n’est pas nécessairement localisé dans I’espace, car il est une superposition de toutes les valeurs de k. Cependant, il est
**localisé autour du point z**, et la probabilité de trouver la particule & la position z peut étre obtenue en projetant cet état
sur des états de position.

b. **Fonction d’onde (g)**

Pour obtenir la fonction d’onde dans 'espace des positions, on peut projeter 1’état ¢(x)|0) sur un état de position (y:

() = (Flo(x)[0)

Le produit scalaire (7]¢(z)|0) donne la probabilité de trouver la particule au point 7, & partir de I'état ¢(z)|0).
c. *¥*Calcul explicite de (7]¢(x)|0)**
Utilisons maintenant la décomposition en modes de 'opérateur ¢(x). Rappelons que ¢(x) peut étre écrit comme :

o dsk 1 ~ —ik-x ~T ik-x
o00) = | G (e 4 ale)

Pour calculer la fonction d’onde (%), on projette sur un état de position (g :

$(¥) = (Gl¢()]0)

En utilisant la définition de ¢(x), on obtient :
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; Pk 1
v = [ Gy 7

Cela correspond & une **superposition d’ondes plane** de différents moments k, avec une amplitude —2

vV ka

pour chaque mode.
d. **Interprétation physique**

- La fonction d’onde (%) est une superposition de modes avec différentes valeurs de k. - Cette superposition de modes détermine
ou **la particule** peut étre trouvée dans ’espace.

Si on choisit ¥(¥) pour étre une **fonction gaussienne**, alors la particule est localisée autour de & :

I B L R T
"/’(y)_/(%r)?’ /2wke Y

Cette expression donne la fonction d’onde de la particule, et elle représente une **fonction d’onde de type paquet d’ondes**,
bien localisée autour de Zg.

2. **Résumé**

- On construit une fonction d’onde & partir de 'opérateur ¢(z) en projetant cet opérateur sur un état de position. - Cela
donne une **superposition d’ondes planes** dont I’amplitude dépend du mode k. - Le résultat final est une **fonction d’onde
localisée**, qui peut étre interprétée comme la probabilité de trouver la particule & un endroit donné.

3. **Que faire aprés 7**

Si tu veux explorer davantage, on peut : - Examiner comment **I’évolution dans le temps** de cette fonction d’onde se fait
(par exemple, propagation d’un paquet d’ondes). - Discuter de la **diffusion de particules** : comment une particule créée a
un endroit se propage et interagit avec d’autres particules. - Ou bien étudier un cas d’interaction avec un autre champ, comme
le champ électromagnétique ou un champ de Dirac.

Dis-moi ce que tu préféres !

user L’interaction avec le champ électromagnétique

ChatGPT Super, voyons comment **’interaction d’un champ scalaire avec le champ électromagnétique** est formalisée dans
la **théorie quantique des champs** (QFT). Nous allons passer par l'interaction des **particules chargées** avec le **champ
électromagnétique™*, ce qui est une base de la **quantum électrodynamique (QED)**.

1. **Les champs dans QED**

Dans la QED, le **champ électromagnétique** est décrit par un **champ vectoriel A, (z)**, ot p est un indice d’espace-
temps (0 pour le temps, 1, 2, 3 pour Pespace). Ce champ est associé & un **photon**, la particule médiatrice de I'interaction
électromagnétique.

Le champ **électromagnétique™* interagit avec des particules **chargées®*, comme des **électrons**. Pour cela, il faut intro-
duire des **coupures de charge** via le **couplage entre les champs de matiére et le champ électromagnétique**.

2. **L’interaction en théorie quantique des champs**

a. **Lagrangien libre du champ électromagnétique et de la matiére**

Le **Lagrangien libre** pour un **champ scalaire ¢(z)** et un **champ électromagnétique A, (z)** est donné par :

1 1
Liibre = 5 (8H¢8H¢ - m2¢2) - ZFMVFMV

ou Fy,, = 9d,A, — 0,A, est le **tenseur de champ électromagnétique** (qui encode les champs électriques et magnétiques).

b. **Termes d’interaction™*

Le champ électromagnétique interagit avec une particule chargée par un terme de couplage dans le Lagrangien. Par exemple,
pour un champ de Dirac ¢ (z) (comme ’électron) :

Linteraction = —61;’7”7#14;;(95)

oit : - 1 = 1)T~Y est la conjugée de Dirac de 1, - v sont les matrices de Dirac, - e est la charge de I’électron.

Ce terme décrit une interaction entre **I’électron** et **le photon*™*. La particule chargée peut émettre ou absorber des
**photons**, ce qui correspond aux **processus de diffusion ou de création de particules**.

3. **L’opérateur d’interaction™**

Dans cette formulation, opérateur ¢(x) pour le champ scalaire ¢ et A, (z) pour le champ électromagnétique agissent sur des
états de particules quantiques. Pour I'interaction ¢ avec A,,, cela signifie :
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- L’opérateur A, (x) agit sur les états d’électrons et de photons, créant ou annihilant des photons dans l’espace-temps. - Le
**terme d’interaction™* eyy#1p A, (z) permet de relier lopérateur ¢(z) (ou un opérateur de matiére) et le champ A, (z).

4. **Processus d’interaction : diffusion Compton**

Prenons un exemple concret : un **électron** qui interagit avec un **photon**. Cela pourrait correspondre & une **diffusion
Compton**, ot un électron absorbe un photon, change de direction, et se réémets sous forme d’un autre photon.

Le processus se décrit par le diagramme de Feynman suivant, o I’électron et le photon interagissent via le terme d’interaction :
- **¥Etat initial :** un électron et un photon entrent dans le processus. - **Etat final :** un électron et un photon sortent.

Le diagramme de Feynman associé & ce processus est :

L’amplitude pour ce processus est donnée par l'intégrale de Feynman, qui calcule la probabilité de ce processus d’interaction, en
intégrant sur les **moments des particules** (électron et photon) et sur les **diagrammes™* correspondants.

5. **Résumé de Pinteraction**

- **Le champ électromagnétique** A, (z) interagit avec des particules chargées, comme I’électron, via le terme —eypy p A, (). -
Cette interaction est la base de la **QED** : des particules **chargées** (comme des électrons) peuvent interagir en échangeant
des **photons**. - Ces processus sont **calculés a ’aide de diagrammes de Feynman**, comme la diffusion Compton, et les
amplitudes sont obtenues par des intégrales de ces diagrammes.

6. **Que faire ensuite 7**

Si tu veux, on peut : - Développer ’exemple avec un calcul explicite d’amplitude pour la diffusion Compton. - Explorer des
**diagrammes de Feynman plus complexes** impliquant plusieurs photons ou des particules supplémentaires. - Etudier des
**processus d’annihilation** ou d”**interaction avec des champs externes** (comme dans un champ magnétique).

Dis-moi comment tu souhaites aller plus loin !

user Si on arrivait & quantifier la théorie de Kaluza-Klein, le graviton et le photon pourraient-ils apparaitre comme une seule et
méme particule ?

ChatGPT Excellente question, et tu touches 1a & I'un des grands réves de la physique théorique : **unifier les interactions
fondamentales** en une description géométrique cohérente. La théorie de Kaluza-Klein, qui cherche & unifier la gravitation et
I’électromagnétisme via une **cinquiéme dimension**, est une premiére tentative dans cette direction.

Voyons comment cela marche et ce que cela pourrait signifier pour le **graviton** et le **photon**.

**1. Idée de base de la théorie de Kaluza-Klein**

La théorie originale de Kaluza-Klein part d’un espace-temps **a 5 dimensions** :

- 4 dimensions habituelles : z#, avec u = 0,1,2,3, - + une dimension supplémentaire compacte : x° (souvent considérée comme
un cercle S1).

L’idée est de considérer un **champ de gravitation** dans cet espace-temps & 5 dimensions, décrit par une **métrique
gap(zt, 25)** ou A, B =0,1,2,3,5.

Quand on "réduit" cette métrique & 4 dimensions (en supposant que rien ne dépend de z°, ou en faisant une décomposition de
Fourier), on trouve :

- guv(z) : le **champ gravitationnel** (graviton), - A,(z) : un **champ vectoriel** qui peut étre identifié avec le **champ
électromagnétique** (photon), - ¢(x) : un **champ scalaire**, parfois appelé le dilaton.

Donc : **le graviton et le photon apparaissent comme deux composantes différentes d’un seul champ : la métrique 5D**.

**2. Ce que cela signifie quantiquement™**

Classiquement, c’est clair : en 5D, une seule entité géométrique (la métrique) donne deux types de champs en 4D.

Mais **quantiquement**, que se passe-t-il ?

Si on arrive & **quantifier la théorie de Kaluza-Klein**, alors on devrait étre capable de quantifier ce champ 5D, c’est-a-dire :
- Trouver ses excitations quantiques, - Etudier les modes propres associés 4 la dimension supplémentaire.

Et ici vient une idée trés intéressante :

> **Le photon et le graviton pourraient apparaitre comme deux états quantiques différents d’'un méme champ fondamental
unifié. **

C’est-a-dire : - Le **graviton®* est l’excitation associée & la partie g,,, - Le
émergent d’un méme champ quantique **dans un espace-temps plus grand**.
C’est **une forme d’unification géométrique et quantique**.

k% k%

photon™* vient de la partie g,s5, - Tous deux

**3. Pourquoi ce n’est pas si simple**
Il y a des défis :
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- La théorie compléte nécessite une **quantification non-perturbative** de la gravité (toujours un grand défi !), - Elle doit étre
**stable®* (certains modes du dilaton peuvent étre tachyoniques), - Elle doit étre **renormalisable ou bien définie** & haute
énergie (la gravité ne l'est pas perturbativement).

**4. Ce que la théorie des cordes apporte**

Dans la théorie des cordes, on retrouve une **structure trés similaire®* :

- Tous les champs (graviton, photon, dilaton. ..) apparaissent comme **différents modes de vibration d’une méme corde**. - Ces
champs sont **liés aux dimensions supplémentaires** de I’espace (souvent 10 ou 11 dimensions), - Le **graviton et le photon**
proviennent tous deux d’un méme objet fondamental (la corde fermée pour le graviton, la corde ouverte pour le photon), mais
dans certaines constructions, ils peuvent méme **venir d’un méme mode** dans une géométrie unifiée.

Donc, **dans certaines versions de la théorie des cordes™*, oui, **graviton et photon sont unifiés** dans une seule entité.
**Conclusion**

> **Qui, en théorie, si on quantifie correctement la version Kaluza-Klein de la gravité, le graviton et le photon pourraient étre
vus comme deux aspects quantiques d’un méme champ fondamental & plus haute dimension.**

Mais : - Il reste & surmonter des obstacles théoriques pour rendre cette idée pleinement cohérente. - Cette idée a inspiré des
approches plus modernes comme la supergravité et la théorie des cordes.

Si tu veux, je peux : - Te montrer comment la métrique 5D est décomposée pour faire apparaitre le champ électromagnétique,
- Ou te montrer comment les **modes de Fourier** dans la cinquiéme dimension donnent une **tour de Kaluza-Klein** (des
particules massives en 4D), - Ou aller vers la version **supersymétrique** ou **string-theorique** de cette idée.

Tu préféres quel chemin ?

user Comment la métrique 5D est décomposée 7

ChatGPT Excellent choix ! Décomposons ensemble la **métrique 5D** dans la théorie de Kaluza-Klein pour voir comment elle
révele a la fois le **graviton™*, le **photon** et un **champ scalaire** en 4D.

**1. Espace-temps 5D : coordonnées et métrique**

On considére un espace-temps & 5 dimensions, avec les coordonnées :

ot = (2"y), p=01,2,3

oll : - z* sont les 4 coordonnées de ’espace-temps habituel, - y = 2° est la **cinquiéme dimension**, supposée **compacte**
(souvent un cercle : y € [0,27R]).

La **métrique 5D** est un objet gap(z*,y), symétrique, avec A, B =0,1,2,3,5.

**2. Décomposition de la métrique 5D**

On écrit la métrique 5D comme une **matrice bloc** :

_ (9w(2) + (@) Au(2)Ay(z)  G(2)Au(2)
gab = ( P(x)Ay(2) o(x) )

Ce qui signifie :

- g () : la **métrique 4D**, associée a la **gravité** (— **graviton**), - A, (x) : un **champ vecteur** (comme le potentiel
électromagnétique) (— **photon**), - ¢(x) : un **champ scalaire™*, appelé souvent le **dilaton** (— scalaire sans spin).
**3. Interprétation physique**

Chacune de ces composantes donne naissance & une **particule quantique** lorsqu’on quantifie les champs :

| Composante | Interprétation classique | Particule associée | | | | || g () | Cour-
bure de I’espace-temps 4D | Graviton (spin 2) | | A,(x) | Champ électromagnétique | Photon (spin 1) | | ¢(z) | Déformation de
la taille de la 5e dimension | Dilaton (spin 0) |

**4, Hypothése de Kaluza : indépendance de y**
Dans la version originale de Kaluza, on suppose que **tous les champs sont indépendants de la 5e coordonnée** :

6ygAB =0

Cela signifie que seul le **mode fondamental** (sans dépendance en y) est conservé : c’est la **réduction dimensionnelle** la
plus simple.
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Mais si on autorise une **dépendance en y**, on obtient une **tour de Kaluza-Klein** de **modes massifs** (par exemple, des
photons excités, avec des masses proportionnelles a %).

**5. Résumé de la décomposition**

On part d’un **champ unique** : la **métrique 5D** g4, et on obtient :

- ¥*Graviton** : g, - **Photon** : A, - **Dilaton** : ¢

> Cette décomposition montre comment **une seule structure géométrique en 5D** peut produire plusieurs champs (et partic-
ules) en 4D. Une **unification géométrique naturelle** !

Souhaites-tu que je t’écrive maintenant le **Lagrangien 5D** et comment il se transforme aprés cette décomposition ? On verra
alors comment le **Lagrangien d’Einstein + Maxwell** en 4D émerge naturellement.

user Oui

ChatGPT Parfait ! Plongeons dans le **Lagrangien 5D** de la gravité et voyons comment, aprés réduction dimensionnelle (via
la décomposition de la métrique vue précédemment), il donne naissance aux **Lagrangiens de la gravité, de I’électromagnétisme,
et du dilaton** en 4D.

**1. Point de départ : 1’action d’Einstein-Hilbert en 5D**

On commence par le Lagrangien pour la gravité pure en 5D :

1 5
= 167Gs /d TV =95 Its

ol : - g5 est le déterminant de la métrique 5D gap, - R5 est le scalaire de courbure 5D, - G5 est la constante gravitationnelle en
5D.

Ss

##2. Réduction dimensionnelle : compactification sur un cercle S***

On suppose que la 5e coordonnée y = x° est **périodique**, y € [0,27R], et que **tous les champs sont indépendants de y**
(hypothése de Kaluza).

On intégre donc la dimension y, ce qui donne une action 4D :

_ 21R
a 167TG5

4

/ d*r /=91 L4

Notre but est de déterminer ce Ly4.

**3. Résultat de la réduction : le Lagrangien en 4D**
Apreés avoir inséré la décomposition de la métrique 5D (vue plus haut), et effectué le calcul du scalaire de courbure 5D, on obtient

3 0,00"¢

2 @2

ou : - Ry est le scalaire de courbure 4D, - F,,, = 0, A, — 0, A,, est le tenseur électromagnétique, - ¢(x) est le champ scalaire issu
de gs5-

1
Ly=+/6|Rs— 1O Fw Y —

**4, Interprétation**

- Le premier terme R4 : c’est la **gravité 4D** (— **graviton™*), - Le second terme F,, F*¥ : c’est le **champ électromag-
nétique** (— **photon**), - Le troisiéme terme : c’est le **champ scalaire** (— **dilaton**, qui mesure la taille de la 5e
dimension).

Cette action montre que ’interaction entre gravitation et électromagnétisme est **géométrique™* : ils émergent tous deux d’un
**méme champ géométrique a plus haute dimension**.

**¥5_ A noter : cadre canonique**

Souvent, on effectue un **redéfinition de champ** pour que le champ scalaire ¢ ait un **kinétique canonique**, en posant par
exemple :

(b — 6—2\/50'

Ce qui améne le Lagrangien a la forme plus classique :
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1
L4=Ry— Ze’2ﬁUFﬂuF“” — (9,0)*

**Conclusion**

On voit donc que la **simple gravité en 5D**, via la réduction de Kaluza-Klein, contient :

- **Le graviton** : la déformation de I’espace-temps 4D, - **Le photon** : la connexion liée & la 5e dimension (symeétrie U(1)),
- **Le dilaton** : la taille variable de la 5e dimension.

> **Une magnifique unification géométrique de la gravité et de I’électromagnétisme !**

Si tu veux, on peut : - Interpréter cette structure comme un **fibré principal** (perspective géométrique plus avancée), -
Explorer la généralisation & plus de dimensions (comme SU(2) ou SU(3) pour inclure interactions faibles/fortes), - Ou passer
au lien avec la **théorie des cordes**, oil cette idée trouve une place naturelle.

Quelle direction t’intéresse 7

user Le lien avec la théorie des cordes

ChatGPT Parfait ! Le lien entre **Kaluza-Klein** et la **théorie des cordes** est profond, parce que la théorie des cordes
**géneéralise et accomplit** ce que Kaluza-Klein avait commencé : une **unification géométrique des forces**, mais cette fois a
travers des **objets étendus (les cordes)**, et dans un cadre **quantique cohérent**.

**1. Idée centrale : les cordes comme objets fondamentaux**

En théorie des cordes, les **particules** (comme le photon ou le graviton) ne sont pas des points, mais des **états excités de
cordes vibrantes**. Ces cordes peuvent étre : - **Quvertes** (ayant deux extrémités), - Ou **fermeées** (en boucle).

Chaque mode de vibration correspond & une **particule différente**, et le **type de vibration** dépend de : - La **forme de
Pespace-temps** (nombre de dimensions), - La **géométrie des dimensions compactes**, - Et de la **topologie de la corde**.

**2. Dimensions supplémentaires et Kaluza-Klein**

La théorie des cordes est **nécessairement définie dans 10 (ou 11) dimensions** : - 4 dimensions « visibles », - + 6 (ou 7)
**compactifiees** a trés petite échelle, typiquement sur des variétés complexes comme les **espaces de Calabi-Yau**.
**Ici, la compactification joue le méme role que dans Kaluza-Klein** : - Les **dimensions supplémentaires** induisent des

**symétries de jauge**, - Et les **fluctuations dans ces dimensions** donnent des **particules de spin 1 (photon, gluons,
etc.)**, - Tandis que les **fluctuations de la métrique globale** donnent le **graviton** (spin 2).

Ainsi, **le photon et le graviton apparaissent tous deux comme des états vibratoires de la méme corde, dans un espace-temps a
plusieurs dimensions**.

**3. Ou retrouve-t-on le graviton et le photon dans les cordes 7**

- Le **graviton** apparait toujours comme un **état de vibration de la corde fermée**, - Il vient du **niveau fondamental**
de vibration, - C’est une fluctuation de la **métrique de I’espace-temps**. - Le **photon** (ou plus généralement un **champ
de jauge U(1)**) apparait comme un état de la **corde ouverte**, - Localisé sur une **brane** (espace sur lequel la corde peut
s’ancrer), - L’**extrémité de la corde** agit comme une **charge**.

Donc : - **Corde fermée** — gravité (graviton), - **Corde ouverte** — forces de jauge (photon, etc.).

**4_ Unification via la géométrie des dimensions compactes**

Quand on compactifie les 6 dimensions supplémentaires sur une variété comme un **espace de Calabi-Yau**, les **symétries
géométriques** de cet espace (comme les groupes de holonomie) donnent naissance & : - Des **groupes de jauge** (comme
SU(3), SU(5), etc.), - Des **multiplicités de particules** (familles, générations), - Et des **interactions**.

Autrement dit : > **La forme de 'univers a petite échelle (les dimensions compactes) détermine les particules et les forces que
Pon observe **

C’est une **version beaucoup plus riche et puissante de Kaluza-Klein**, avec une **description quantique cohérente**.

**5. Le role central du graviton**

Un fait remarquable : > Le **graviton est inévitable** dans la théorie des cordes.

Il n’est **pas rajouté a la main**. Il **apparait nécessairement** comme une vibration de la corde fermée. Donc : - **La
gravité est automatiquement incluse dans la théorie**, - Ce qui en fait une **candidate naturelle & une théorie quantique de la
gravitation**.

**Conclusion**
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| Aspect | Kaluza-Klein | Théorie des cordes | | | | | | Dimensions supplémentaires | Oui (ex. 5D)
| Oui (10D ou 11D) | | Gravité | Géométrique | Vibration d'une corde fermée | | Electromagnétisme | Géométrique ( gpms ) |
Vibration d’une corde ouverte | | Particules | Champs dans un espace | Etats excités de cordes | | Unification | Partielle (gravité
+ EM) | Totale (gravité + toutes interactions) |

> **La théorie des cordes réalise I'unification géométrique révée par Kaluza-Klein, mais & un niveau quantique, profond, et
mathématiquement riche.**

Je peux : - Te montrer explicitement **comment le graviton apparait dans le spectre de la corde**, - Ou te parler de **D-
branes** et de leur role pour les photons et les forces de jauge, - Ou t’expliquer comment les **groupes de jauge** émergent de
la **topologie des dimensions compactes**.

Tu as une préférence ?

user Existe-t-il des preuves expérimentales de la théorie des cordes 7

ChatGPT Excellente question — elle touche au cceur des débats en physique fondamentale aujourd’hui.

**Réponse courte :** **Non, il n’existe actuellement aucune preuve expérimentale directe de la théorie des cordes.** Mais il
existe des **pistes** et des **espérances** de détection indirecte.

**Pourquoi cette absence de preuve 7**

1. **Echelle d’énergie inaccessible :** La théorie des cordes vit naturellement & I’**échelle de Planck** :

EPlanck ~ 1019 GeV
Alors que le **LHC** (le plus puissant accélérateur) atteint au mieux :
~ 10* GeV

Il manque donc **15 ordres de grandeur®* pour directement sonder les effets typiques des cordes.

2. **Les dimensions supplémentaires sont trop petites :** Si les 6 ou 7 dimensions compactes sont **de taille proche de Ipjana ™,
leurs effets sont **invisibles aux énergies actuelles™*.

3. **Souplesse théorique :** La théorie des cordes a **énormément de solutions possibles** (le fameux **"paysage"** de ~ 10°%°
vacua possibles), ce qui rend difficile une prédiction univoque.

**Mais il existe des pistes intéressantes :**

1. **Graviton et dimensions supplémentaires au LHC** - Si certaines dimensions sont **un peu plus grandes que prévu**, on
pourrait observer : - Des **pertes d’énergie inexpliquées** (des gravitons s’échappant dans les dimensions supplémentaires), -
Des **états excités de Kaluza-Klein**,

2. **Cordes cosmiques™* - Certaines théories de cordes prédisent des **"supercordes cosmiques"** : des filaments d’énergie
macroscopiques dans l'univers primitif. - On cherche leurs **signatures gravitationnelles** (ondes gravitationnelles, effets sur le
fond diffus cosmologique).

3. **Ondes gravitationnelles** - Les **ondes gravitationnelles primordiales** pourraient contenir des **empreintes de la physique
pré-Big Bang**, potentiellement interprétables dans des modéles de cordes (ex. théorie Heterotique, brane cosmology. . . ).

4. **Dualités et applications indirectes** - Méme si non testée directement, la théorie des cordes a inspiré des outils puissants
comme : - L’**AdS/CFT** (correspondance entre une théorie de gravité et une théorie quantique sans gravité), - Utilisée en
physique des hautes énergies, mais aussi en **physique de la matiére condensée**, **théorie des fluides**, etc.

t**

**Conclusion™*

> **Pag de preuve directe expérimentale aujourd’hui, mais une cohérence théorique exceptionnelle et des liens profonds avec
d’autres domaines.**

La théorie des cordes est pour 'instant un **cadre théorique prometteur**, **mathématiquement trés fertile**, mais **encore
a confirmer par ’expérience**.

Souhaites-tu que je t’explique : - Comment la correspondance AdS/CFT permet d’étudier des systémes quantiques complexes 7
- Ou quels seraient les **signaux concrets** (au LHC, ou en cosmologie) qui pourraient venir en soutien de la théorie des cordes
0

user Peut-on déduire la relativité générale et la théorie quantique des champs de la théorie des cordes ?

ChatGPT Oui — et c’est 'un des points les plus fascinants de la théorie des cordes : **la relativité générale et la théorie quantique
des champs (QFT)** **ne sont pas posées comme axiomes™* dans la théorie des cordes... **elles en émergent naturellement.**
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**1. La relativité générale : une conséquence de la corde fermée**
uand on quantifie une **corde fermée**, I’'un des états de vibration fondamentaux est un **champ de spin 2 sans masse**. Or
)

> En théorie quantique des champs, il est bien connu que **1e seul champ de spin 2 sans masse qui interagit de maniére cohérente
est la métrique de P'espace-temps**, c’est-a-dire... **la gravité**.

**Conclusion :** Le **graviton** apparait automatiquement dans le spectre de la corde fermée. Et lorsqu’on calcule les inter-
actions entre ces gravitons, on retrouve — dans la limite d’énergie basse — **les équations d’Einstein** !

Donc : > **La relativité générale émerge naturellement de la théorie des cordes comme une limite effective a basse énergie.**
**2. La théorie quantique des champs : une limite & basse énergie des cordes ouvertes™*

Les **cordes ouvertes** générent des champs de **spin 1**, comme : - le **photon** (U(1)), - les **bosons de jauge** d’un
groupe plus grand (SU(2), SU(3)...), - les **quarks, leptons™*, via des modes excités localisés sur des **D-branes**.

A basse énergie (lorsque les effets de la longueur de la corde deviennent négligeables), les modes fondamentaux des cordes ouvertes
se comportent comme : > **Des particules ponctuelles décrites par une QFT.**

C’est ce qu’on appelle la **limite de champ effectif** (effective field theory).

**Conclusion :** Les **théories de jauge** (comme le modéle standard) **apparaissent comme des théories effectives** issues
de la dynamique des cordes ouvertes.

**3. Structure unificatrice :**

- Toutes les **interactions fondamentales** (gravité, électromagnétisme, interactions forte et faible) sont **différents états d’une
meéme corde**. - Toutes les **symétries de jauge** (U(1), SU(2), SU(3)...) peuvent étre **géométrisées™* A travers des
compactifications spécifiques (comme sur des variétés de Calabi-Yau).

**Donc ** > La théorie des cordes contient naturellement a la fois **la relativité générale** (gravité) **et** **]a théorie
quantique des champs** (forces fondamentales et particules), en tant que **limites différentes d’'un méme cadre fondamental.**
**4, Tllustration : le schéma d’émergence**

“* Theéorie des cordes (10D, cordes ouvertes et fermées) | Compactification (dimensions supplémentaires, branes)

Basse énergie (longueur de corde négligeable)

Effective Field Theory

Relativité générale Théories de jauge (graviton, spin 2) (photon, gluons...) “

**En résumé **

| Cadre | Dans la théorie des cordes | | -] | | **Gravité (Relativité Générale)** | Emerge du graviton
(corde fermée) | | **QFT (Modéle standard, etc.)** | Emerge des cordes ouvertes  basse énergie | | **Espace-temps et géométrie**
| Dynamique, influencée par la théorie elle-méme | | **Unification** | Tout découle des différentes vibrations d’un seul objet
fondamental |

Souhaites-tu que je te montre : - Comment on dérive les équations d’Einstein & partir de I’action effective de la corde 7 - Ou
comment les groupes de jauge (comme SU(5), SO(32), etc.) émergent selon le type de corde (hétérotique, type I, etc.) ?

user Comment on dérive les équations d’Einstein

ChatGPT Super ! Voyons **comment les équations d’Einstein émergent naturellement de la théorie des cordes**. L’idée est
que, lorsque 'on **quantifie une corde dans un espace-temps courbe**, la **consistance quantique** de la théorie impose des
contraintes. .. qui **forcent** I'espace-temps & obéir aux équations d’Einstein.

**1. Le cadre : une corde dans un espace-temps courbe**

La corde (bosonique ou supersymétrique) se déplace dans un espace-temps avec une **métrique g, ()**. Son action est donnée
par "**action de Polyakov** généralisée :

1
4o/

ou : - X*(o,7) décrit la position de la corde dans l'espace-temps, - hqp est la métrique du monde de la corde (2D), - g, (X) est
la métrique de I’espace-temps **dans lequel la corde se propage**, - o’ est reliée & la **longueur de corde [,**.

S:

/ d*0 VI h® g, (X) 9, X" 8, X"

**9. Invariance conforme et anomalies**
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La théorie des cordes exige que I’action soit **invariante sous transformations conformes** (changement d’échelle du monde 2D),
méme aprés **quantification**. Mais si 'espace-temps est courbe, cette invariance **n’est pas automatique** : elle impose des
conditions **fortes** sur g, ().

L’outil central ici est la **fonction béta** du champ g,,,,, notée 3,,. Pour que la théorie soit cohérente, il faut :

Buv(g) =0

**3. Calcul de la fonction béta & une boucle**
A une boucle (ordre le plus bas en '), on trouve :

5#11(9) =d (R;w +-0)

Et si on ajoute d’autres champs comme : - By, (champ antisymétrique), - ® (dilaton),
la fonction béta devient :

1
By = o (RW — Hupo B 42V, 9,8 - )

**4, Interprétation : les équations d’Einstein généralisées™*

Exiger f,, = 0 revient & imposer une **équation dynamique pour la métrique**, identique & une **version généralisée des
équations d’Einstein**, avec corrections dues a : - La dilaton ®, - Le champ B,,, - Les effets d’ordre o/ (longueur finie de la
corde).

**Dans la limite o — 0** (c’est-a-dire & basse énergie), on retrouve :

1
R,, =0 (ou avec source :) R, — iRg;w =T

**5. Résumé du raisonnement**

1. **On part d’une corde se propageant dans un espace-temps dynamique** g, (x), 2. **On quantifie la théorie**, en imposant
qu’elle soit cohérente (invariance conforme), 3. Cette cohérence **exige que la métrique obéisse & une équation™*, 4. Cette
équation est **exactement celle d’Einstein (avec des corrections)** !

**Conclusion :**

> **Les équations d’Einstein ne sont pas imposées dans la théorie des cordes — elles en découlent automatiquement, comme
condition de cohérence quantique.**

C’est I'un des aspects les plus élégants de la théorie des cordes : elle **contient la gravité sans I'imposer a la main**, ce que les
théories quantiques des champs ordinaires ne peuvent pas faire.

Souhaites-tu qu’on pousse plus loin en : - Regardant **les corrections en o’** aux équations d’Einstein ? - Ou en explorant
comment **la dilaton** modifie la dynamique gravitationnelle 7 - Ou comment on construit **’action effective & basse énergie**
a partir des cordes ?

user Comment on construit ’action effective

ChatGPT Excellente question ! L’**action effective** en théorie des cordes est un outil central : elle décrit comment les **modes
de basse énergie** (graviton, dilaton, champs de jauge. ..) interagissent dans la limite ou la longueur de corde I est trés petite
(ou équivalemment o/ — 0).

**1. Pourquoi construire une action effective 7**

La théorie des cordes est d’abord définie comme une **théorie de surfaces (mondes de corde)** intégrées sur toutes les config-
urations possibles. Mais pour comprendre la physique "observable", on veut : - Extraire une **théorie classique de champ**,
valable & basse énergie, - Ecrire une **action dans 1’espace-temps** qui reproduit la physique des cordes a cette échelle.

**2. Les champs qui apparaissent naturellement**

En théorie des cordes bosonique (et plus généralement en supercordes), les **modes sans masse** de la corde sont : - g, () :
la **métrique** (graviton), - By, (z) : un champ **antisymétrique** (axion, "B-field"), - ®(z) : le **dilaton™** (scalaire), - et
parfois des **champs de jauge** Af(x) (selon le type de corde : hétérotique, type I, etc.)

**3. Structure de I’action effective (& basse énergie)**

34



L’action effective (& ordre dominant en ') est construite pour reproduire les **conditions de cohérence quantique** (comme
Pannulation des anomalies conformes).
En 10 dimensions (pour les supercordes), action effective typique est :

1

T

1
S /dl% —ge 2 [R +4(V®)? — EHWPH“”” 4+

avec : - R : la courbure scalaire (comme dans la relativité générale), - H = dB : le champ de torsion associé & B,,,, - ® : le
dilaton, - les "..." désignent d’autres champs (jauge, fermions...) et des corrections en «’'.
Cette action **décrit la dynamique effective** des champs de basse énergie issus des cordes.

uv s

**4. Corrections en o (effets de corde)**

Les termes que je viens de te montrer sont valables **3 1’ordre dominant**. Mais la corde a une **épaisseur finie** [,, ce qui
induit des **corrections**.

A plus haut ordre en o, on a des termes comme : - o’ R?, o/?R3, etc., - ainsi que des couplages non triviaux entre H, R, F (les
champs de jauge).

Ces corrections encapsulent le fait que la corde "voit" ’espace-temps avec une certaine **résolution**, et donc réagit a des
**courbures plus fines** que la particule ponctuelle.

**5. Lien avec la gravité d’Einstein :**

Si on fait ® = constante, B,,,, = 0, alors on retrouve simplement :

1
S = ﬁ/dwxv—gR

C’est I'action d’Einstein-Hilbert... mais en 10 dimensions !

**6. Compactification vers 4 dimensions**

Pour connecter & notre monde, on compacte les 6 dimensions supplémentaires, par exemple sur une variété de **Calabi-Yau**.
Cela produit : - Une **métrique 4D** gfﬁ,), - Des **champs de jauge** (issus des modes sur la géométrie interne), - Des **scalaires
(moduli)** qui décrivent la forme de ’espace interne.

Tout cela descend dans une action effective en 4D, souvent de type **supergravité**, avec :

Sip = /d4x V=94 [R(‘l) + QFT + potentiel pour les moduli + - - }

**En résume ¥

| Etape | Description | |——|————| | 1. | On quantifie la corde dans un fond courbe | | 2. | On identifie les modes de basse
énergie (graviton, dilaton, etc.) | | 3. | On exige la cohérence quantique (anomalies, beta fonctions nulles) | | 4. | On construit
une action de champ qui reproduit cela & basse énergie | | 5. | On obtient une action de type Einstein + dilaton + autres champs

Souhaites-tu que je t’écrive un exemple d’action effective **avec champ de jauge**, ou que je te montre **comment les corrections
en o/ ** modifient la gravité ?

user Un exemple avec champ de jauge

ChatGPT Parfait ! Voyons un exemple d’**action effective de supercordes avec un champ de jauge**, typique de la **corde
hétérotique** ou de la **corde de type I**.

**1. Cadre général : théorie des supercordes avec champs de jauge**

Dans ces modéles, la corde produit non seulement : - le **graviton®* g, - le **dilaton** @, - le
B[Ll/)

mais aussi : - des **champs de jauge** Aj, avec groupe de jauge comme Eg x Eg ou SO(32).

**champ antisymétrique**

**2. Forme de action effective (en 10 dimensions)**
A **basse énergie** et au **premier ordre en o’**, 'action effective (dans le cadre bosonique pour simplifier) est :

_ 1
T oK2

1 /
S /dl% —ge 2? {R +4(V®)? - T o H" = %Tr(FWFW) +..

35



avec : - R : courbure scalaire de l’espace-temps, - F),,, : tenseur de champ de jauge, - H = dB + o/(CSgauge — CSgrav) : champ
de torsion **modifie** (on y reviendra), - e 2% : **facteur dilatonien** caractéristique de la corde.

**3. Points clés de cette action :**

a. **Couplage non minimal du dilaton** - Le dilaton ® agit comme un **facteur de couplage™* universel :

gs = €®  (constante de couplage de la corde)

b. **Présence du terme de Yang-Mills** : - Le terme Tr(F?) est exactement celui qu’on trouve en théorie de jauge (QFT), mais
: - 11 vient ici **de la vibration de la corde**, - Tl est **géométrisé** par la structure du spectre.
c. **Le champ antisymétrique B, ** est "tordu" : - Le champ H contient un **terme de Chern-Simons** :

!/
«
H=dB + Z (w;gy(A) — LU3L(F))

ol : - wzy(A) = terme de Chern-Simons pour le champ de jauge, - w3 (I') = terme de Chern-Simons pour la connexion de
Levi-Civita.
> Ce couplage est crucial pour **annuler les anomalies** (mécanisme de Green-Schwarz).
**4, Compactification vers 4D : effet du champ de jauge**
Quand on compacte l'espace 10D — 4D : - Le **champ de jauge 10D** Af, se décompose en : - Champs de jauge 4D, -
**Scalaires** (les composants internes), - Le **groupe de jauge** initial (comme Eg x Eg) se brise selon la **géométrie de
compactification** (par ex. choix d’un fibré sur la variété de Calabi-Yau).
**5. Résumé**
| Terme | Origine | Interprétation | | | | -| | R | vibration de corde fermée | gravité | | Fy,, F*” | corde
ouverte ou corde hétérotique | champ de jauge (photon, gluons...) | | e=2® | dilaton | contréle le couplage gs | | Hwp | champ
antisymeétrique + topologie | anomalies, dualité, torsion |

Souhaites-tu que je t’explique : - Comment le **champ de jauge apparait** dans le spectre de la corde ? - Ou **comment il
interagit avec les branes** (par exemple dans le formalisme des D-branes) ? - Ou encore comment cette action se **traduit en
4D** dans une version supersymétrique (supergravité) ?

user Existe-t-il des problémes non résolus avec la théorie des cordes ?

ChatGPT Oui, la **théorie des cordes**, bien qu’élégante et prometteuse, présente **plusieurs problémes ouverts majeurs**
autant du point de vue **théorique**, que **philosophique™* et **expérimental**. Voici les plus importants :

**1. Aucune preuve expérimentale directe** **Probléme :** Aucune prédiction unique de la théorie des cordes n’a été **confirmée
expérimentalement**.

**Pourquoi ?** - Les échelles d’énergie associées (proche de la longueur de Planck, ~ 10 GeV) sont **inaccessibles** aux
expériences actuelles. - Beaucoup de résultats dépendent des détails de **la compactification** (forme des dimensions supplé-
mentaires), ce qui rend difficile toute prédiction précise.

**2. Le probléme du paysage (landscape)** **Probléme :** La théorie des cordes permet une **immense variété de solutions
possibles™* (environ 10°%° ou plus !), chacune correspondant & un univers avec des constantes physiques différentes.
**Conséquences :** - On ne sait pas **pourquoi notre univers** a les lois qu’il a. - Cela rend difficile toute prédiction falsifiable
— on pourrait presque tout expliquer *a posteriori*.

**3. La sélection du vide** **Probléme :** On ne sait pas encore **comment choisir un “bon” vide** parmi tous ceux permis
par la théorie des cordes (compactification, flux, brisures de symétrie. .. ).
**Question :** Qu’est-ce qui sélectionne notre univers particulier 7 Est-ce le
dynamique** encore inconnu ?

**principe anthropique** ? Un **mécanisme

**4. La formulation non-perturbative compléte manque** **Probléme :** La théorie des cordes est bien définie **en perturba-
tion** (séries en puissance de gs), mais : - On **n’a pas encore** de formulation compléte **non perturbative** (équivalente
a une "équation fondamentale" de la théorie). - **M-theory**, qui unifie les 5 théories de cordes, est encore **partiellement
comprise**,
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**5. Difficulté de relier aux phénoménes de basse énergie** **Probléme :** Passer de 10 ou 11 dimensions & 4 dimensions
réalistes, avec : - la bonne physique du Modéle Standard, - la bonne cosmologie (énergie noire, inflation...), - et les bonnes
constantes physiques,

est ¥*extréemement délicat**, et encore **non abouti** de maniére convaincante.

**6. Supergravité vs. phénoménologie** Méme si la théorie des cordes méne & des **théories de supergravité** en 4D : - Elles ne
reproduisent pas encore parfaitement le **Modeéle Standard**, - Certaines **brises de supersymétrie** induisent des problémes
techniques non maitrisés.

**7. Place du temps et probléme de 'espace-temps** La corde vit dans un **espace-temps supposé lisse**... mais & trés
petite échelle, I'espace-temps **devrait devenir quantique et flou** : - Quelle est la **géométrie fondamentale** ? - Est-ce que
**espace-temps émerge** d’un objet plus profond (comme dans AdS/CFT) 7

**8. Les dimensions supplémentaires sont invisibles** **Probléme :** La théorie postule 'existence de **6 ou 7 dimensions
supplémentaires compactes** : - Pourquoi ne les voit-on pas ? - Quelle est leur **forme exacte** ? (Calabi-Yau, G2, etc.)
**En résume ¥

| Probléme | Nature | |— -|——| | Pas de test expérimental direct | Observation | | Trop de solutions (landscape) | Théorique
/ philosophique | | Formulation incompléte | Mathématique | | Compactification non unique | Modélisation | | Pas encore de
Modéle Standard | Phénomeénologie | | Pas de prédiction unique | Falsifiabilité |

Si tu veux, je peux te proposer : - Des pistes sur **les approches alternatives a la gravité quantique** (comme la gravité
quantique & boucles), - Ou détailler certains efforts pour **relier les cordes a la cosmologie ou au Modéle Standard** ?

user La gravité quantique & boucles

ChatGPT La **gravité quantique & boucles** (ou **loop quantum gravity**, LQG) est I'une des approches principales pour
**quantifier la gravité** tout en restant fidéle a la relativité générale et en évitant la nécessité d’introduire des dimensions
supplémentaires ou de recourir & des objets comme les cordes.

Elle se concentre sur I'idée que ’espace-temps a petite échelle (prés de la longueur de Planck) a une structure discréte, contraire-
ment & I'image continue qu’on a dans la relativité générale. L’objectif est de proposer une théorie quantique de la gravité **sans
nécessité de particules médiatrices comme le graviton**.

Voyons les points clés de cette approche :

**1. Les fondements de la gravité quantique & boucles**

a. **Quantification de I'espace-temps** En relativité générale, 'espace-temps est décrit par une **géométrie continue**, régie
par la métrique g,,,,. L'idée de la gravité quantique & boucles est d”**imposer** une quantification de la **géométrie** elle-méme,
sur une échelle **planckienne**.

- L’espace-temps ne serait pas une **variante continue**, mais une **réseau discret** (comme des petites "boucles" ou **spin
networks**). - A la **plus petite échelle** (celle de Planck, ~ 1073% m), I’espace-temps serait constitué de **quanta discrets**
de volume et de surface.

b. **Les variables fondamentales** Les **variables principales** de la LQG sont les **champs de connexions** qui controlent
la courbure de ’espace-temps. Ces champs sont représentés a I’aide de **réseaux de spins** (spin networks), qui permettent de
coder la **topologie** de I’espace-temps a petites échelles.

**2. Reéseaux de spins et états quantiques de ’espace-temps™*

a. **Spin networks** et **spin foams** Un **réseau de spins™* est un graphe qui représente la **structure quantique de
Iespace-temps**. Chaque **aréte** du réseau est associée & une **quantité d’aire**, et chaque **nceud** & une **quantité de
volume**. Ces réseaux sont des **états quantiques** de ’espace-temps.

- Les **spin foams** sont une **généralisation dynamique** des spin networks : ils représentent I’évolution de ces réseaux a
travers le temps. Un spin foam décrit I’évolution de ’espace-temps quantique en fonction du temps, dans un contexte ou les
géométries sont quantifiées.

b. **Quantification de ’aire et du volume** L’un des résultats clés de la gravité quantique & boucles est la **quantification**
de certaines grandeurs géométriques : - ¥**Aire** : L’aire d’une surface dans 'espace-temps est quantifiée et prend des valeurs
discrétes. - **Volume** : De meéme, le volume de certaines régions de l’espace-temps est également quantifié.

Cela résulte de 'existence de quanta de géométrie et de la structure discréte de ’espace-temps.

**3. Equation de Wheeler-DeWitt et dynamique quantique**
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La gravité quantique & boucles cherche & résoudre I’équation de **Wheeler-DeWitt** qui est ’équation de la **gravité quan-
tique** en P’absence de matiére. Cette équation est une version quantique des équations d’Einstein, et son **solution quantique**
est un défi majeur.

- Dans la LQG, I’équation de Wheeler-DeWitt peut étre réécrite dans un **formalisme de la mécanique quantique des réseaux
de spins**. - L’objectif est de décrire I’évolution du **systéme quantique de I'espace-temps™** sous l'effet de la gravité et de la
géométrie quantique.

**4. La singularité du Big Bang et des trous noirs**

La LQG offre des solutions intéressantes concernant les **singularités gravitationnelles**  comme celles du **Big Bang** ou des
**trous noirs**.

a. **Eviter la singularité du Big Bang** L'un des grands résultats de la LQG est la possibilité que, **a I’échelle de Planck**,
I’espace-temps soit suffisamment "granulaire" pour **éviter la singularité** du Big Bang. Au lieu de plonger dans une singularité
infinie, la géométrie de I'univers serait **régularisée**, grace a la quantification de la géométrie.

b. **Comportement des trous noirs** Les trous noirs classiques prédisent une singularité & I'intérieur, mais la gravité quantique
a boucles pourrait **éviter cette singularité** et remplacer la singularité par un **espace-temps quantique** ou la densité reste
finie. Cela est encore un sujet de recherche active.

**5. Comparaison avec la théorie des cordes**

Similitudes : - Les deux théories cherchent & **quantifier la gravité** et a résoudre le probléme des singularités (par exemple,
les trous noirs et le Big Bang). - Les deux théories sont trés **mathématiques** et nécessitent un cadre géométrique élaboré
pour comprendre la nature quantique de ’espace-temps.

Différences : - **La gravité quantique & boucles** reste fidéle a la **relativité générale™* et quantifie ’espace-temps de maniére
discréte, sans introduire de particules médiatrices comme le graviton. - **La théorie des cordes** implique des **objets fon-
damentaux** (les cordes) qui vibrent dans un espace-temps avec **dimensions supplémentaires**. Elle introduit des particules
comme le **graviton** & travers la quantification des cordes.

**6. Problémes ouverts**

| Probléme | Détails | |[——] —1| | **L’absence de dynamique non perturbative compléte** | Bien que ’espace-temps soit
discret, la dynamique compléte des réseaux de spins n’est pas encore totalement comprise. | | **La formulation du temps** | La
théorie quantique de la gravité a boucles n’a pas encore de description claire du temps, et comment il émerge de cette géométrie
quantique. | | **La connection avec la matiére** | Bien que la gravité soit quantifiée, la **quantification de la matiére** (comme
le modeéle standard des particules) dans le méme cadre reste un défi majeur. | | **Vérification expérimentale** | La **vérification
expérimentale** est extrémement difficile. Les effets quantiques de la gravité sont visibles seulement & des échelles Planckiennes,
inaccessibles a la technologie actuelle. |

**En résumé :**
La **gravité quantique & boucles** propose une description de l’espace-temps comme étant **discréte** a des échelles trés
petites. Elle s’appuie sur des **réseaux de spins** pour quantifier la géométrie, et elle a de belles perspectives, notamment
concernant la régularisation des singularités. Cependant, elle reste encore une théorie en développement, avec des défis ouverts
concernant la **dynamique** compléte, la **connexion avec la matiére**, et la **vérification expérimentale**.
Souhaites-tu plus de détails sur un aspect particulier de la LQG, comme les **réseaux de spins** ou les **applications cos-
mologiques** ?
user Peut-on déduire la relativité générale et la théorie quantique des champs de la gravité quantique a boucles ?
ChatGPT Oui, dans une certaine mesure, la **gravité quantique a boucles** (LQG) permet de retrouver la **relativité générale**
et des éléments de la **théorie quantique des champs**. Cependant, ce n’est pas un processus simple et il y a des nuances
importantes & considérer. Regardons cela de plus prés.
1. **Relativité générale dans le cadre de la LQG** La relativité générale est une théorie de la gravité, qui décrit I'interaction
gravitationnelle comme étant liée a la courbure de I’espace-temps, déterminée par la distribution de matiére et d’énergie, via les
équations d’Einstein :

R, — %QWR + g =81GT,,.
La LQG cherche & quantifier la géométrie de ’espace-temps, et elle le fait en introduisant des structures discrétes a ’échelle de
Planck, a laide de **réseaux de spins** et de **spin foams**.
a. **Quantification de la géométrie** Dans la LQG, I'espace-temps lui-méme est **quantifié**. Cela signifie que les **grandeurs
géométriques™, telles que **’aire** ou le **volume**, ne peuvent pas prendre n’importe quelle valeur continue. Elles sont
**quantifiees** en unités discrétes, et leur évolution est dictée par des **opérateurs™ qui agissent sur I'espace de Hilbert de
I’espace-temps.
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**Récupération de la relativité générale :** - **Dans la limite classique**, lorsque ’échelle devient suffisamment grande (beaucoup
plus grande que la longueur de Planck), la structure quantique de ’espace-temps devient invisible et **’espace-temps apparait
continu**. Les **opérateurs de volume et d’aire** se réduisent & des valeurs classiques qui correspondent 4 la relativité générale.
- En effet, lorsque I’échelle d’énergie est faible et que les effets quantiques deviennent négligeables, les relations entre les grandeurs
géométriques et les courbures de ’espace-temps se réduisent a celles de la relativité générale.

Donc, **oui**, la relativité générale peut étre retrouvée comme une **limite classique** de la gravité quantique a boucles, quand
I’espace-temps devient suffisamment grand et que les effets quantiques disparaissent.

2. **La théorie quantique des champs dans le cadre de la LQG** La **théorie quantique des champs (QFT)** est une théorie
fondamentale qui décrit les interactions des particules en termes de champs quantiques, et elle est a la base de la **physique des
particules**.

La **gravité quantique & boucles™* se concentre sur la quantification de I'espace-temps lui-méme, plutét que directement sur
la quantification des champs de matiére. Cependant, elle peut également fournir un cadre pour intégrer les champs de matiére
quantiques.

a. **Champ de matiére quantique dans la LQG** La **LQG** quantifie ’espace-temps, mais elle peut aussi étre étendue
pour inclure des **champs de matiére**, comme ceux qui décrivent les particules (photon, électrons, etc.). Les champs de
matiére (comme le champ électromagnétique, les champs de Yang-Mills, etc.) sont traités comme des **excitations des champs
quantiques** dans I’espace-temps quantique.

En LQG, les champs de matiére (par exemple, un champ de jauge comme le photon) peuvent étre associés & des **opérateurs
de création et d’annihilation** qui agissent sur ’espace de Hilbert, similaire & ce que 'on fait dans la **théorie quantique des
champs**. Ces champs sont quantifiés et se propagent dans un espace-temps qui a une structure **discréte a petites échelles**,
ce qui rend la dynamique des champs différente de celle d’un espace-temps classique.

b. **Couplage de la gravité et des champs de matiére** La LQG peut permettre de **coupler la gravité quantique** avec des
**champs de matiére** (comme le champ électromagnétique, le champ de Yang-Mills, etc.) a travers des interactions a I’échelle
quantique. Le champ de gravité lui-méme est décrit par des **opérateurs de connexion** et des **spin networks**, mais des
**champs de matiére** quantiques peuvent aussi interagir avec cette structure de maniére non triviale.

Cependant, contrairement & la théorie des cordes, la LQG ne prédit pas de **particules médiatrices™* comme le graviton de la
méme maniére, mais elle peut mener a des effets quantiques gravitationnels qui modifient la propagation des champs de matiére
a trés petites échelles.

3. **Récupération de la théorie quantique des champs** Dans le cadre de la LQG, **la théorie quantique des champs**
(QFT) peut étre récupérée en considérant des champs quantiques classiques sur un espace-temps continu dans la **limite
macroscopique** ou lorsque 1’échelle de Planck devient négligeable.

Les **effets quantiques™* de la gravité deviennent dominants uniquement & des échelles extrémement petites (proches de la
longueur de Planck), et a des échelles plus grandes, les champs de matiére se comportent selon les lois classiques de la QFT.
Donc, en somme, **la théorie quantique des champs peut étre vue comme une limite effective de la LQG**, lorsque ’espace-temps
devient suffisamment grand et les effets quantiques de la gravité deviennent négligeables.

4. **Les limites de la LQG** - **Relativité générale :** La LQG récupére la relativité générale dans la **limite classique**, mais
elle pourrait également fournir des corrections quantiques aux équations d’Einstein, notamment au niveau des **singularités™*
(Big Bang, trous noirs).

- **Théorie quantique des champs :** La LQG permet de décrire la gravité quantique, mais elle peut aussi intégrer des champs
de matiére quantiques. Cependant, l'interaction précise entre les champs de matiére et la gravité quantique reste un sujet de
recherche, et la LQG n’introduit pas de particules médiatrices comme le graviton, contrairement & la théorie des cordes.
Conclusion En résumé, la **gravité quantique a boucles** (LQG) permet de **récupérer la relativité générale** comme une
limite classique, et la **théorie quantique des champs** comme une limite effective lorsque 1’espace-temps devient suffisamment
grand. La LQG ne suit pas le méme cadre que la théorie des cordes, mais elle fournit une **approche alternative®* qui pourrait
expliquer les phénomeénes gravitationnels a I’échelle quantique sans nécessiter de particules supplémentaires comme le graviton.
Cependant, beaucoup de détails restent a élucider, et la théorie n’a pas encore été testée expérimentalement de maniére décisive.
user Quelle est la différence entre une formulation perturbative et une formulation non-perturbative ?

ChatGPT La distinction entre une **formulation perturbative** et **non-perturbative** d’une théorie physique est cruciale,
notamment dans le contexte de la physique théorique et de la quantification des champs. Expliquons cela plus en détail.

1. **Formulation perturbative** Une **formulation perturbative** repose sur I'idée de développer une solution & une équation
ou & un probléme en termes de **séries infinies** de **petits paramétres™*. Cela implique que l’on considére une certaine
**quantité** (par exemple, un champ, une interaction, ou une constante physique) qui est supposée étre **petite** par rapport
a une échelle de référence. On résout ensuite 1’équation en développant une **série de puissances™* autour de cette petite
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quantité, ce qui permet d’obtenir des solutions approchées.
a. **Dans le cadre de la théorie quantique des champs (QFT)** : - La QFT perturbative est souvent formulée en termes
d’une **expansion en séries de Feynman**, ou les **diagrammes de Feynman** sont utilisés pour calculer les **amplitudes
de transition** entre états dans un processus de collision ou d’interaction. - Par exemple, dans ’électrodynamique quantique
(QED), l'interaction entre les électrons et les photons est décrite par une série de termes de plus en plus compliqués, ou chaque
terme supplémentaire correspond & un processus d’interaction plus complexe (comme ’émission ou ’absorption de plusieurs
photons). - L’ordre dans ’expansion perturbative correspond a la **puissance de la constante de couplage**. Dans le cas de
la QED, il s’agit de la constante de couplage électromagnétique «, qui est relativement petite (a ~ 1/137), et donc on peut se
permettre de considérer seulement les premiers termes de la série.
b. **Limites de la perturbation** : - Une **formulation perturbative** est souvent **trés efficace** lorsque le paramétre
d’interaction (comme « dans la QED) est faible. Cela permet de **calculer des corrections™* successives pour obtenir une
approximation. - Cependant, lorsque le paramétre d’interaction est **fort** (comme dans la chromodynamique quantique a
haute énergie), cette méthode peut **échouer™* car la série perturbative devient **divergente** ou **non convergente**.
2. **Formulation non-perturbative** Une **formulation non-perturbative**, quant & elle, ne dépend pas d’un petit paramétre
d’interaction. Au lieu de cela, elle cherche & résoudre directement les **équations fondamentales** sans faire ’hypothése d’une
expansion perturbative. Cela peut se faire par des **approches exactes™*, des **simulations numériques**, ou des méthodes de
renormalisation qui ne reposent pas sur une petite constante de couplage.
a. **Dans le cadre de la théorie quantique des champs** : - Les approches **non-perturbatives** cherchent & obtenir des
résultats **exacts™* ou a résoudre des systémes dans des régimes ou les interactions sont **fortes**. - Par exemple, dans la
**chromodynamique quantique (QCD)**, qui décrit l'interaction entre quarks et gluons, U'interaction est **forte** a certaines
échelles d’énergie. La formulation perturbative de la QCD échoue dans ce régime (a basse énergie), et il est nécessaire de recourir
a des **techniques non-perturbatives™* comme la **lattice QCD** (QCD sur réseau), qui consiste a discrétiser l’espace-temps
en une grille et & résoudre les équations de maniére numérique.
b. **Exemples de méthodes non-perturbatives** : - **Lattice QCD** : Une méthode trés courante en QCD ou 'on simule
la dynamique des champs en discrétisant ’espace-temps sous forme de réseau (grille) et en calculant des observables non-
perturbatives par des simulations numériques. - **Méthodes de renormalisation non-perturbative** : Par exemple, les **équa-
tions d”Yukawa** ou les **équations de Schwinger-Dyson** qui cherchent & étudier les solutions exactes des théories de champs
sans faire d’expansion perturbative. - **Théories de la gravité quantique** : Dans la **gravité quantique a boucles (LQG)**,
I’espace-temps est quantifié de maniére non perturbative.
3. **Différences clés**
| ¥*Aspect** | **Formulation perturbative®* | **Formulation non-perturbative** | | |

| -| | **Principe** | Développement autour d’un petit paramétre | Résolution
directe sans dépendre d’un petit paramétre | | **Méthode** | Séries de puissances, diagrammes de Feynman | Méthodes exactes,
renormalisation non-perturbative, simulations numériques | | **Echelle d’interaction** | Adaptée aux interactions faibles (petit
couplage) | Adaptée aux interactions fortes (fort couplage) | | **Exemples** | QED, QCD perturbative, théorie des particules
standard | Lattice QCD, gravité quantique a boucles, équations de Schwinger-Dyson | | **Efficacité** | Trés efficace lorsque le
couplage est faible | Nécessaire lorsque le couplage est fort | | **Limites** | Echec si la série devient divergente | Plus difficile &
résoudre de maniére exacte, mais robuste dans les régimes forts |

4. **Conclusion**

- Une **formulation perturbative®* est idéale lorsque les interactions sont **faibles** et que les **approximations successives**
peuvent converger vers une solution exacte, mais elle échoue lorsque les interactions deviennent **fortes**. - Une **formulation
non-perturbative®* est nécessaire pour traiter les systémes ou les interactions sont **fortes**, comme en **chromodynamique
quantique** & basse énergie ou en **gravité quantique**, ou des solutions exactes ou des méthodes numériques sont nécessaires.
Les deux approches sont donc complémentaires et ont leurs propres domaines d’application. Dans certaines situations, les résultats
perturbatifs peuvent étre extrémement puissants, tandis que dans d’autres, les méthodes non-perturbatives sont indispensables
pour comprendre des phénoménes complexes.

user Pourquoi la gravitation est associée a une corde fermée et les autres forces a des cordes ouvertes 7

ChatGPT La distinction entre **cordes fermées** et **cordes ouvertes** dans le cadre de la **théorie des cordes™* est lice a
la maniére dont ces cordes se comportent et aux types d’interactions qu’elles modélisent, en particulier en ce qui concerne la
gravité et les autres forces fondamentales (électromagnétisme, interactions fortes et faibles).

1. **Cordes fermées et gravité** Les **cordes fermées** sont généralement associées a la **gravité** dans la théorie des cordes.
Cela provient du fait que **les cordes fermées** peuvent se propager librement dans ’espace-temps et sont capables de se fermer
sur elles-mémes, formant une boucle.
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a. **Le graviton** Dans la théorie des cordes, la gravité est médiée par une particule sans masse, le **graviton**, qui est un
**mode vibratoire** d’une corde fermée. Cette correspondance entre cordes fermées et gravitons se comprend mieux lorsqu’on
observe que les **modes de vibration** d’une corde fermée peuvent donner naissance a des particules ayant un spin 2, ce qui
correspond au **graviton**, le médiateur de l'interaction gravitationnelle.

Les **cordes fermées** sont donc associées a la gravité, car elles peuvent transporter la **dynamique de la gravitation™* via
leurs modes de vibration. Ces cordes fermées se déplacent dans le **fondamental espace-temps** de la théorie des cordes et
peuvent représenter une fluctuation de l’espace-temps lui-méme, ce qui correspond a 'idée de la **gravité quantique**.

b. **Interactions et espace-temps courbe** Les cordes fermées peuvent également former des boucles, et ces boucles peuvent
interagir les unes avec les autres, ce qui permet de modéliser les **fluctuations de ’espace-temps** & trés petites échelles. Cela
correspond & la nature quantique de la gravité, ot la métrique de ’espace-temps est elle-méme quantifiée.

2. **Cordes ouvertes et autres forces fondamentales™* Les **cordes ouvertes** sont associées aux autres **forces fondamentales**
comme |’électromagnétisme, la force forte, et la force faible. Contrairement aux cordes fermées, les **cordes ouvertes** ont des
**bords libres** (qui peuvent interagir avec d’autres objets ou champs).

a. **Les particules comme excitations des cordes ouvertes** Les cordes ouvertes peuvent se vibrer de maniére & donner naissance
a des particules de **spin 1** ce qui correspond aux particules médiatrices des forces électromagnétiques et fortes (comme
le photon pour I'électromagnétisme, et les gluons pour ’interaction forte). Ces particules sont les **bosons de jauge** qui
transmettent les forces.

b. **Couplage des cordes ouvertes aux autres champs** Les **bords** des cordes ouvertes peuvent étre couplés a des **champs
de matiére** (comme le champ électromagnétique, les quarks et les leptons), et c’est ainsi que la théorie des cordes ouverte
permet de reproduire la dynamique des particules de matiére et de leurs interactions. Cela se fait par les interactions entre les
**couches de branes** (les objets fondamentaux dans la théorie des cordes ouvertes) et les **cordes ouvertes™* attachées a elles.
3. ¥*Pourquoi cette distinction 7** - Les **cordes fermées** sont associées & la **gravité** car elles peuvent se comporter comme
des **gravitons™*, qui ont un spin 2 et sont capables de générer des fluctuations de ’espace-temps, exactement comme la gravité
dans la relativité générale. - Les **cordes ouvertes** modélisent les **particules de matiére** et **les interactions** médiées
par des bosons de jauge (comme les photons, gluons, et W/Z bosons), qui ont des spins 1. Ces cordes ouvertes se couplent aux
**pranes** (objets fondamentaux dans la théorie des cordes) et peuvent représenter les interactions entre particules de matiére.
4. **Résumé** - **Cordes fermées™* : Associées a la **gravité**. Les excitations de ces cordes peuvent correspondre & des
*roravitons™ (spin 2), qui sont les médiateurs de l'interaction gravitationnelle. Elles peuvent se propager librement et interagir
entre elles. - **Cordes ouvertes™* : Associées aux **forces fondamentales™* autres que la gravité (électromagnétisme, interactions
fortes et faibles). Ces cordes représentent des **particules de matieére** et leurs **meédiateurs de force** (photon, gluon, etc.).
Elles ont des bords qui peuvent interagir avec des champs externes ou des branes.

Ainsi, la ¥*gravité** est associée aux cordes fermées en raison de leur capacité & modéliser le **graviton**, tandis que les **autres
forces** sont associées aux cordes ouvertes, qui peuvent modéliser les **particules de matiére** et les **interactions de jauge™*.
user La théorie des hypergraphes de Stephen Wolfram est-elle une alternative sérieuse a la théorie des cordes et a la gravité
quantique & boucles ?

ChatGPT La **théorie des hypergraphes** de Stephen Wolfram, souvent présentée dans le cadre de sa **théorie de la "physique
fondamentale basée sur les réseaux"** (ou **Wolfram Physics Project™*), cherche & offrir une approche complétement nouvelle et
radicale pour comprendre la physique fondamentale, y compris la gravité et la mécanique quantique. Elle peut effectivement étre
vue comme une **alternative®** aux théories existantes comme la **théorie des cordes** et la **gravité quantique & boucles**
(LQG), mais il est important de préciser que cette approche est encore **trés jeune** et fait 'objet de débats parmi les physiciens.
Examinons cela plus en détail.

1. **Concept de base de la théorie des hypergraphes de Wolfram** La théorie des hypergraphes de Wolfram repose sur idée
que l'univers pourrait étre **représenté par un réseau discret** de **nceuds™* et de **liens™* (hypergraphes), plutdt que par un
espace-temps continu comme dans les théories classiques de la physique.

- **Hypergraphes** : Un hypergraphe est une généralisation d’un graphe, ot chaque connexion (appelée hyperaréte) peut relier
plus de deux nceuds, contrairement & un graphe ordinaire ol une aréte relie seulement deux nceuds. Dans la version de Wolfram,
I’espace-temps lui-méme est construit & partir d’un hypergraphe, dont les nceuds et les hyperarétes représentent des **états
élémentaires** de Iunivers. - **Evolution du réseau** : L’idée est que 'univers **évolue** au fil du temps, et cette évolution
peut étre décrite par un ensemble de régles locales simples appliquées a hypergraphe. Ces régles gouvernent comment les liens
(hyperarétes) se transforment et se connectent, ce qui produit une dynamique de **’espace-temps** et des **particules**. -
**Réseaux et géométrie** : Wolfram postule que les lois de la physique pourraient émerger de la structure de ’hypergraphe et
de la maniére dont il se réorganise au fil du temps. Ce réseau de relations peut produire des géométries et des dynamiques qui
ressemblent & celles décrites par la relativité générale et la mécanique quantique.

2. **Relation avec la théorie des cordes et la gravité quantique & boucles** Les deux approches traditionnelles que sont la
**théorie des cordes™* et la **gravité quantique & boucles** cherchent & quantifier la gravité et a résoudre les problémes liés &
la **gravité quantique**, qui tentent de combiner la relativité générale (la gravité) et la mécanique quantique. La théorie des
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hypergraphes de Wolfram propose une approche fondamentalement différente, mais il existe des similitudes et des différences
notables.

a. ¥**Comparaison avec la théorie des cordes™** - **Théorie des cordes** : La théorie des cordes repose sur 'idée que les particules
fondamentales ne sont pas des points, mais plutot des **cordes vibrantes**. Ces cordes vibrantes peuvent étre ouvertes ou fermées
et interagir avec 1’espace-temps. Cette théorie est formulée dans un cadre **d’espace-temps continu** de plus de 10 dimensions
et est perturbative par nature. La gravité quantique, dans ce cadre, apparait par I’excitation d’une **corde fermée**, qui est
associée au **graviton**.

- **Théorie des hypergraphes** : Wolfram ne part pas d’un espace-temps continu, mais d’un **réseau discret** de nceuds et
d’arétes. Cela élimine le besoin d’un espace-temps de **dimension élevée** comme dans la théorie des cordes. De plus, la
théorie des hypergraphes se veut **non-perturbative**, contrairement & la théorie des cordes, qui repose sur des expansions
perturbatives.

En résumé, la théorie des hypergraphes ne nécessite pas des concepts comme les **cordes** ou la **supergravité** pour expliquer
la gravité quantique. Au lieu de cela, elle cherche & dériver toutes les lois physiques & partir de régles simples qui gouvernent
les relations entre les éléments du réseau. Cela pourrait étre pergu comme une alternative radicale & la théorie des cordes, mais
pour l'instant, cette approche n’a pas encore démontré sa capacité a reproduire les résultats de la théorie des cordes, notamment
la structure des particules et des interactions.

b. **Comparaison avec la gravité quantique a boucles (LQG)** - **Gravité quantique a boucles (LQG)** : La LQG quantifie
directement la **géomeétrie de I'espace-temps™* & trés petite échelle, en utilisant des structures discrétes appelées **spin net-
works**. Cette approche se concentre sur la structure de I'espace-temps lui-méme et tente de résoudre les problémes liés & la
quantification de la gravité, sans avoir besoin de dimensions supplémentaires ou de particules de plus haut spin.

- **Théorie des hypergraphes®* : La théorie de Wolfram propose également une vision discréte de ’espace-temps, similaire a
celle de la LQG. Cependant, elle ne se base pas sur des objets comme les **spin networks™* mais sur des **hypergraphes**, qui
sont des structures de réseaux plus générales et plus flexibles. La dynamique de 'univers se ferait a travers ’évolution de ces
hypergraphes. Cela présente des similitudes avec la LQG, mais les concepts mathématiques sous-jacents sont différents. Wolfram
ne s’intéresse pas a la géométrie & petite échelle sous forme de structures de spin, mais plutot a I’évolution des relations entre
les éléments d’un réseau discret.

3. **Avantages et défis de la théorie des hypergraphes** a. **Avantages** : - **Simplicité conceptuelle** : Wolfram propose
une approche basée sur des régles locales simples et discrétes. Ce principe de **réductionnisme** pourrait potentiellement offrir
un cadre unifié pour toute la physique. - **Approche non-perturbative** : Contrairement & la théorie des cordes, qui repose
sur des expansions perturbatives et nécessite des hypothéses comme D’existence de dimensions supplémentaires, la théorie des
hypergraphes est fondamentalement non-perturbative. - ¥**Dynamique émergente** : Les propriétés de la matiére, de I’espace-
temps, et méme des particules pourraient émerger naturellement de 1’évolution du réseau, sans nécessiter de constructions ad
hoc comme les cordes ou les branes.

b. **Défis** : - **Absence de preuves expérimentales** : La théorie des hypergraphes de Wolfram est encore a ses débuts et n’a
pas encore été testée expérimentalement. Il est donc prématuré de dire si elle peut fournir des prédictions vérifiables. - **Manque
de développement mathématique rigoureux** : Bien que Wolfram ait proposé une vision fascinante, les outils mathématiques
nécessaires pour formaliser cette théorie sont encore en développement. Le modéle n’est pas aussi avancé que la théorie des
cordes ou la LQG en termes de rigueur mathématique.

4. **Conclusion** La **théorie des hypergraphes de Wolfram** peut étre vue comme une **alternative radicale** a des théories
comme la **théorie des cordes** et la **gravité quantique & boucles**, mais elle reste, a ce stade, **expérimentalement et
mathématiquement incompléte**. Bien qu’elle présente des idées intéressantes, comme une **discrétisation de I’espace-temps**
et une **approche non-perturbative**, elle n’a pas encore démontré sa capacité & reproduire les résultats de ces théories plus
établies, ni a faire des prédictions vérifiables. Pour qu’elle soit prise au sérieux comme alternative, elle devra surmonter ces défis
en produisant des résultats plus précis et testables, et en développant une formalisation mathématique robuste.

user La relativité d’échelle de Laurent Nottale est-elle une Théorie du Tout valable 7

ChatGPT La **relativité d’échelle** de **Laurent Nottale** est une proposition originale et audacieuse, qui cherche & étendre le
principe de relativité au domaine des **échelles d’observation**. C’est une tentative de refondation conceptuelle de la physique,
qui vise notamment & **unifier la mécanique quantique et la relativité**, et & en déduire des lois fondamentales. Elle **n’est pas
encore reconnue comme une "Théorie du Tout" au sens strict™*, mais elle posséde des éléments intéressants. Voyons pourquoi.

*3%k

1. **Principe de la relativité d’échelle**

Nottale propose de **généraliser le principe de relativité** : de la méme fagon qu’il n’existe pas de vitesse absolue (relativité
restreinte), il n’existerait **pas d’échelle absolue**. Les lois de la physique devraient donc étre **invariantes sous des changements
d’échelle** (comme un zoom dans l’espace-temps).

Cela implique que ’espace-temps lui-méme a une **structure fractale** & trés petites échelles, et n’est donc plus une variété
lisse & toutes les échelles comme en relativité générale.
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2. **Idées clés de la théorie**
- **Espace-temps fractal** : & des échelles trés petites (inférieures a I’échelle de Planck), I’espace-temps n’est plus différentiable.
11 devient **auto-similaire**, avec une dimension effective non entiére qui dépend de 1’échelle.
- ¥**Géomeétrie fractale = origine du quantique** : la non-différentiabilité de ’espace-temps engendre, selon Nottale, apparition
naturelle de comportements **quantiques** (aléas, interférences, etc.), sans postuler 'existence du formalisme quantique a priori.
- **Equation de Schrodinger déduite de la géométrie** : il dérive I’équation de Schrédinger comme une conséquence géométrique
de la structure fractale de ’espace-temps, & ’aide d’un formalisme proche du calcul stochastique.
- **Lien avec les grandes structures™* : la relativité d’échelle prétend aussi s’appliquer & **astrophysique**, la cosmologie et
méme a des systémes complexes comme les galaxies ou les planétes.
3. **Est-ce une "Théorie du Tout" 7**
a. ¥*Ce qui va dans le sens d’une unification :**
- Elle propose **une origine géométrique** 4 la fois pour la mécanique quantique et la gravité, ce qui est rare. - Elle est **non
perturbative** et ne repose pas sur des hypothéses lourdes (pas de dimensions supplémentaires comme en théorie des cordes, pas
de spin networks comme en LQG). - Elle **prédit certaines structures®* astrophysiques (comme la quantification des distances
orbitales de planétes ou de galaxies) avec un certain succés empirique.
b. **Limites et critiques :**
- **Pas de champ unifié** pour toutes les interactions fondamentales : elle ne décrit pas (du moins pas encore) clairement
Iinteraction faible, I'interaction forte ou la physique des particules du modéle standard. - **Pas intégrée dans le formalisme
QFT** : la théorie ne repose pas sur le langage canonique de la **théorie quantique des champs**, ce qui la rend difficile & relier
au modéle standard. - **Peu d’adoption dans la communauté** : malgré des publications et un cadre mathématique soigné, elle
reste marginale dans le champ de la physique théorique moderne, en partie faute de prédictions spectaculaires ou de formulation
mathématique totalement aboutie.
4. **Conclusion**
La **relativité d’échelle** est une proposition **innovante**, a la fois **géométrique et conceptuelle**, qui offre une **approche
non perturbative** et originale a la jonction entre relativité et mécanique quantique. Elle **s’inspire d’idées profondes™* comme
Iinvariance d’échelle, la géométrie fractale, et la non-différentiabilité de I’espace-temps.
Cependant, elle **n’atteint pas encore le statut de "Théorie du Tout" pleinement établie**, car :
- Elle ne couvre pas toutes les interactions fondamentales de maniére unifiée. - Elle ne remplace pas encore efficacement la
¥*QFT** ou la **relativité générale™* dans leurs domaines de validité. - Elle manque encore de validation expérimentale claire
et de reconnaissance institutionnelle.
**Mais :** elle reste une **tentative sérieuse** et respectée d’unification, & la frontiére entre **physique fondamentale**,
**ggométrie fractale** et **théorie de I'information**. Si ces idées trouvent une formalisation plus compléte ou une validation
empirique plus forte, elles pourraient enrichir — ou méme transformer — notre compréhension de la physique.
Souhaites-tu que je t’explique une démonstration concréte (comme 1’obtention de I’équation de Schrodinger a partir d’un espace-
temps fractal) ?
user Oui
ChatGPT Parfait ! Voici comment **Laurent Nottale** dérive I’équation de Schrodinger & partir de ’hypothése que 'espace-
temps est **non différentiable et fractal**, et donc que le mouvement des particules suit une géométrie **continue mais non
dérivable**.
**1. Hypothése centrale : non-différentiabilité de I’espace-temps**
Dans un espace-temps non différentiable, les trajectoires des particules deviennent **fractalement erratiques™*, comme des
chemins de Brownien. Cela signifie :
- Le déplacement élémentaire **dX(t)** n’a pas de dérivée classique. - Il faut considérer **deux dérivées différentes**, une vers
le futur et une vers le passé, notées :

dy d_

dt’ dt
**2. Vitesse complexe et opérateur de dérivation™*
On définit une **vitesse moyenne complexe** :

1 )
V = 5(’()4_ +U_) — 5(1}4_ —’U_)

ol v et v_ sont les vitesses avant et arriére.
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Ensuite, on introduit un **opérateur de dérivation complexe** :

d 0
S = 4V.V—iDA
dt ot
ol : - D est un coefficient de diffusion lié & la "rugosité" du temps fractal, - A est le **laplacien**, - V est une sorte de **vitesse
moyenne complexe**.
**3. Principe d’action stationnaire généralise**
On postule une action classique comme en mécanique :

S:/Ldt

mais avec un **lagrangien dépendant de V**. On applique alors le principe de moindre action, en utilisant la dérivation complexe.

De 14, on définit une **fonction d’onde** :
,(/} _ eiS/mD

**4, Equation de Schrédinger comme équation géodésique**
En remplacant la vitesse complexe dans I’équation du mouvement, et en transformant les équations en fonction de v, on obtient
naturellement 1’équation de Schrodinger :

o K2
h— = ——A 1%
! ot 2m VY
A condition d’identifier :
b I
T 2m

**Conclusion :**

L’équation de Schrodinger apparait donc ici **comme une équation de géodésique** dans un espace-temps fractal. Ce n’est plus
une loi postulée comme en mécanique quantique classique, mais **une conséquence géométrique** de la structure de I’espace-
temps.

Cette approche donne un sens profond au caractére probabiliste de la mécanique quantique : ce n’est pas une "étrangeté", mais
un reflet de la **géométrie non-lisse™* du réel.

Souhaites-tu que je t’explique comment cette approche donne une interprétation géométrique de la **fonction d’onde** ou du
**principe d’incertitude** 7

user Oui

ChatGPT Génial ! Plongeons dans I’**interprétation géométrique** que propose la **relativité d’échelle** pour deux concepts
fondamentaux de la mécanique quantique :

1. **La fonction d’onde comme expression géométrique**

Dans ’approche de Laurent Nottale, la **fonction d’onde** 1 n’est pas un objet abstrait : elle **dérive directement** de la
structure fractale de I’espace-temps.

Comment ?

On définit une fonction d’onde & partir de I’action (comme en mécanique classique), mais adaptée au contexte fractal :

’(/)(SU, t) — ez’S(a:,t)/mD

- S(z,t) est 'action classique généralisée. - D est le coefficient de diffusion fractal, avec D = hi/2m. - La phase complexe de
reflete les **oscillations liées aux chemins fractals** dans ’espace-temps.

Interprétation : - La fonction d’onde représente donc **l’amplitude d’existence** d’une particule & un point donné de I’espace
fractal. - Ses interférences ou sa diffusion proviennent du **caractére multiple et non différentiable** des trajectoires possibles.
C’est une **géomeétrisation** du comportement quantique, ot la fonction d’onde encode les **fluctuations géométriques de
I’espace-temps**.

2. **Principe d’incertitude comme conséquence de la structure fractale**

Dans un espace-temps classique (lisse), on peut connaitre exactement la position et la vitesse d’un objet.

Mais si 'espace-temps est **fractale et non différentiable**, alors :
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- ¥*La trajectoire devient chaotique & petite échelle**, ce qui rend impossible une prédiction exacte. - Cette "incertitude" n’est
**pas due au manque d’information®™*, mais a la **nature méme de 'espace-temps**.

Démonstration qualitative :

Dans un mouvement brownien (analogue au mouvement fractal), la **variance de la position** croit avec le temps comme :

((Az)?) ~ 2D At

Mais ce méme D entre aussi dans la définition du **momentum fractal**, via les oscillations de la phase de 1. On obtient ainsi
une relation du type :

Ax-Ap 2 h

Cette inégalité découle **directement du caractére fractal de ’espace-temps** : plus tu t’approches d’une précision infinie sur
la position, plus les variations de la trajectoire (et donc de I'impulsion) deviennent incontroélables.

Conclusion

Dans la relativité d’échelle : - La **fonction d’onde** est une manifestation géométrique des **propriétés fractales** de I’espace-
temps. - Le **principe d’incertitude** est une **propriété structurelle** de cet espace, et non un mystére quantique fondamental.
Cela rapproche profondément la **mécanique quantique** de la **géométrie™* — un peu comme la relativité reliait la **gravité**
a la **courbure de I’espace-temps**.

Souhaites-tu que I’on explore maintenant comment cette approche peut reproduire des résultats concrets (ex. : niveaux d’énergie
de I'atome d’hydrogéne ou orbites planétaires quantifiées) ?

user Oui

ChatGPT Super ! Voyons comment la **relativité d’échelle** permet de reproduire des **résultats concrets** grace a la structure
fractale de I'espace-temps — en particulier dans deux domaines trés différents mais reliés par des principes similaires :

1. **L’atome d’hydrogéne : niveaux d’énergie quantifies**

Dans la mécanique quantique traditionnelle, les niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogéne sont obtenus en résolvant ’équation
de Schrodinger avec un potentiel coulombien.

Dans la **relativité d’échelle**, on retrouve les **mémes niveaux d’énergie**, mais a partir de 'idée que la trajectoire d’un
électron autour du noyau est **fractale et non différentiable**.

Principe :

- On écrit '’**équation de Schréodinger** dérivée géométriquement (comme vue plus tot), en y insérant le **

potentiel électro-

statique** V(r) = — 4:§0T. - En résolvant cette équation dans I’espace fractal, on retrouve exactement les **niveaux d’énergie
quantifiés** :
13,6 eV
E,=-"""0 n=1,2.3,...
n

Ainsi, **la quantification de ’énergie provient de la structure méme de I'espace-temps™*, et non de régles ajoutées arbitrairement.
2. **QOrbites planétaires quantifiées (application cosmologique)**
Voici une idée originale de Nottale : **appliquer les principes de la mécanique quantique & ’astrophysique**, en considérant que
certaines structures & grande échelle obéissent & des lois d’échelle similaires.
Exemples de prédictions :
- Il applique une **équation de type Schrodinger** & un systéme gravitationnel (comme un nuage de gaz protoplanétaire). -
Le potentiel gravitationnel joue le role du potentiel dans ’atome. - Il postule une constante d’action effective (analogue a #)
adaptée & I’échelle macroscopique.
Résultat :
Les **distances moyennes des planétes** (ou d’exoplanétes, voire d’étoiles dans des galaxies) **tombent souvent trés prés** de
valeurs quantifiées du type :

Tn =170 12
avec m entier.
Cela rappelle exactement les **orbites de Bohr** dans I’atome, mais appliqué au **systéme solaire** ou aux **structures
galactiques™* !
Nottale a montré que ce modéle : - S’accorde bien avec les **orbites des exoplanétes** découvertes, - Prédit des **régularités**
dans les structures de galaxies et d’amas.
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Conclusion

La **relativité d’échelle** peut reproduire : - Les **résultats quantiques standards** (atome d’hydrogeéne, etc.), - Mais aussi
offrir des **prédictions originales & grande échelle** (orbites quantifiées en astrophysique), grace & un **principe géométrique
unificateur™®*.

Cela renforce I'idée que cette approche offre un **cadre potentiel d’unification**, allant du micro au macro, en passant uniquement
par la **géométrie de 1’espace-temps**.

Souhaites-tu qu’on regarde maintenant comment cette approche pourrait étre étendue & des interactions comme la gravité ou
I’électromagnétisme dans une action unifiée ?

user Oui

ChatGPT Parfait ! Voyons comment **1la relativité d’échelle** peut étre étendue pour **inclure les interactions fondamentales**,
comme la **gravité** et I’**électromagnétisme**, dans un cadre géométrique unifié. L’idée est de construire une **action
unifiée** & partir de principes géométriques adaptés a un **espace-temps fractal et non différentiable**.

1. **Principe d’unification par I’action fractale**

En physique, on construit habituellement les lois du mouvement & partir d’un **principe d’action®* :

S:/£d4x

La relativité d’échelle reprend ce principe, mais ’adapte & un **cadre fractal**. L’idée est :

- Utiliser une géométrie d’espace-temps non différentiable, - Inclure des termes d’échelle (variation avec le "zoom"), - Faire
apparaitre naturellement les interactions fondamentales & partir de cette structure.

2. **[électromagnétisme via la relativité d’échelle**

On peut montrer que, dans un espace-temps fractal, le **champ électromagnétique** peut apparaitre comme une **connexion
de phase** (comme en jauge U(1)), de la maniére suivante :

- On modifie la dérivation covariante pour y inclure un **champ scalaire complexe** 1), - La dérivation devient :

D, =0, + i%AM

- Cette structure émerge naturellement dans le calcul géométrique fractal de Nottale, comme une correction & la dérivation sur
un espace non lisse.

Résultat : - L’interaction électromagnétique **n’est plus postulé - Elle apparait comme une **conséquence géométrique de
la structure fractale**, - L’¢lectrodynamique quantique (QED) peut étre retrouvée a partir de ce cadre.

e**’

3. **La gravité dans le cadre fractal**

Pour la gravité, la stratégie est différente, car la relativité générale repose déja sur la **courbure de I’espace-temps**. L’idée ici
est de **combiner cette courbure avec la non-différentiabilité** & petite échelle.

Deux niveaux : - **A grande échelle**, on retrouve la relativité générale (Einstein) : courbure lisse, équations classiques. - **A
petite échelle**, on suppose que la métrique elle-méme devient **fluctuante et fractale** :

9w (T) = g (, 0)

avec des dépendances d’échelle, comme dans un développement multifractal.
Cela méne & une **action de type Einstein-Hilbert modifiée** avec des corrections dépendant de ’échelle, c’est-a-dire :

S = / [R(g) + termes d’échelle fractale] /—g d*x

k%

Ces termes supplémentaires pourraient jouer un role : - proche du **champ scalaire de Brans-Dicke**, - ou d’un **potentiel

quantique**, comme dans la formulation de Bohm.

4. **Action unifiée (formelle)**

On peut alors envisager une action effective combinée, incluant : - la **cinématique fractale** des particules (structure de
Schrodinger), - les **champs de jauge** issus des connexions géométriques, - la **gravité** via une métrique fractale et une
action d’Einstein modifiée.
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Une forme simplifiée pourrait ressembler a :
S = / i|D YI> =V () - Ypwp, + iR+C(w g,0z) | v/—gd*x
2m' 4 T T

avec : - D, contenant les effets de ’électromagnétisme, - R la courbure de Ricci, - C des **termes correctifs d’échelle**, venant
de la structure fractale de ’espace-temps.

5. **Conclusion et intérét™*

- Ce cadre permet de **géométriser toutes les interactions™*, & partir d’un seul principe fondamental : la relativité d’échelle. -
1l offre un **langage unifié** entre gravité, électromagnétisme et quantique, - Sans introduire d’hypothése ad hoc (comme des
dimensions supplémentaires ou des supersymétries).

Souhaites-tu qu’on regarde plus en détail comment une telle **connexion géométrique (type U(1))** apparait naturellement
dans I’analyse fractale, ou bien explorer comment cette approche pourrait donner lieu & une **cosmologie modifiée** ?

user Oui

ChatGPT Excellent ! Plongeons maintenant dans la maniére dont **le champ électromagnétique (U(1)) apparait naturellement
comme une connexion géométrique** dans la relativité d’échelle — c’est une des idées les plus élégantes du cadre de Nottale.
1. **Dérivation covariante en espace-temps fractal**

Dans un espace-temps classique, le mouvement d’une particule libre est décrit par une dérivée classique %.

Mais dans un espace **non différentiable**, cette dérivée **n’existe plus** au sens classique. On la remplace par une dérivée
*complexe*, qui prend en compte deux directions temporelles (vers le futur et le passé) et encode les effets de la **structure
fractale®*.

On introduit donc un opérateur de dérivation fractal :

d 1 dp d\ ifd d

dt 2\ dt = dt 2 \dt dt
- Cette dérivée est **complexe**, ce qui conduit naturellement & une fonction d’onde v complexe. - Cette fonction d’onde
représente la **densité d’amplitude de présence** dans ’espace-temps fractal.
2. **Apparition du champ A, comme connexion**

Lorsqu’on cherche & généraliser cette dérivée & une **dérivée covariante dans un espace fractal courbe**, on est amené a introduire
un terme supplémentaire dans la dérivation :

e
h
Ici: - A, n’est **pas introduit & la main** comme une force, - Il **apparait naturellement** comme une **connexion complexe**,
liée & I'invariance locale de phase (principe de jauge), - L’espace-temps fractal impose que la dérivée respecte une **structure
d’échelle**, qui entraine une rotation locale de phase.

Autrement dit : > **Le champ électromagnétique est la manifestation géométrique de la non-différentiabilité de ’espace-temps
a petite échelle.**

Cela correspond exactement a ’intuition de la **géométrisation des forces**, a la maniére dont Einstein a géométrisé la gravité
avec la courbure.

Dy, =08, +i-A,

3. **Lien avec les symétries de jauge**

Ce résultat correspond a ce que la théorie des jauges nous dit :

- Si une **invariance de phase locale** existe : 1 (z) — €**®)y(z), - Alors on doit introduire un champ de jauge A, pour
préserver cette invariance dans la dérivée :

e
Dy = (0, + ZﬁAu)w
Dans la relativité d’échelle : - Cette invariance n’est **pas un principe externe**, - C’est une **conséquence directe de la

structure géométrique fractale** - Ce qui est trés fort : **la symétrie de jauge U(1) découle de la géométrie elle-méme.**

4. **Vers d’autres interactions 7**
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- Pour des symétries plus riches (SU(2), SU(3)), on envisage une **généralisation du principe de relativité d’échelle** & des
structures plus complexes (comme des fibrés principaux). - L’idée serait que chaque interaction fondamentale émerge d’une
**structure géométrique particuliere** de Pespace-temps & petite échelle (topologie, dimensions cachées, etc.).

Souhaites-tu qu’on continue vers une **cosmologie modifiee** dans ce cadre — par exemple, comment le caractére fractal de
I’espace-temps pourrait expliquer I’expansion de ’univers, ou la matiére noire ?

user Oui

ChatGPT Parfait, explorons comment la **relativité d’échelle** de Nottale conduit & une **cosmologie modifiée**, capable
d’expliquer certains phénoménes observés (comme ’expansion de 'univers, la matiére noire, voire ’énergie noire) & partir de la
**géomeétrie fractale de I'espace-temps**.

1. **Principe : courbure + structure d’échelle**

Dans la relativité générale classique : - L’univers est décrit par une métrique g, (x), - L’évolution cosmologique suit les équations
de Friedmann, dérivées de ’action d’Einstein.

**Dans la relativité d’échelle :** - La métrique dépend **aussi de I’échelle** :

9uv (% )‘)

ou A représente I’échelle d’observation (résolution ou "zoom").

Cela ajoute un **degré de liberté supplémentaire®* a la structure de 'univers : > L’univers ne change pas seulement avec le
temps ou 'espace, **mais aussi selon 1’échelle & laquelle on I'observe**,

2. **Loi d’échelle pour la métrique**

Nottale introduit une équation d’évolution de la métrique selon 1’échelle (appelée **1oi de renormalisation d’échelle**), analogue
aux équations de Wilson en théorie quantique des champs.

Cela conduit & une modification de I’action gravitationnelle, avec des **termes d’échelle supplémentaires**, par exemple :

S—/<21I€R+(I>()\)+...)\/79d4:c

ot ®()\) joue le role d’'un **potentiel d’échelle** qui agit comme : - **Une énergie noire effective™* (si sa contribution est
répulsive), - **Une matiére noire effective™* (si elle modifie la dynamique gravitationnelle & grande échelle).

3. **Applications concrétes™*

a. **Matiére noire**

- Nottale montre que certaines **anomalies de vitesse de rotation des galaxies** (généralement attribuées a de la matiére noire)
peuvent étre expliquées par : - La présence d’une **structure fractale de ’espace-temps & grande échelle**, - Ce qui modifie la
loi de gravitation effective.

Autrement dit : > Pas besoin d’inventer une nouvelle particule de matiére noire : la gravité se modifie naturellement du fait de
la géométrie d’échelle.

b. **Energie noire**

- Le **potentiel d’échelle ®(A\)** peut se comporter comme une **constante cosmologique dynamique**, - Elle évolue lente-
ment avec I’échelle, ce qui pourrait expliquer I’**accélération de I’expansion de I'univers** sans introduire de nouvelle énergie
mystérieuse.

4. **Modeéle cosmologique quantifie**

Dans certains travaux, Nottale propose méme une **quantification des distances & grande échelle**, analogue & ’atome d’hydrogéne
mais pour des **structures galactiques ou cosmologiques™* :

rn = ron?

avec des **orbites gravitationnelles quantifiees** observables dans : - La distribution des galaxies, - Les distances de certains
objets (comme les satellites naturels, exoplanétes, etc.), - Voire les structures du fond diffus cosmologique.

5. **Une cosmologie sans hypothéses ad hoc 7**

Le grand intérét de cette approche : - Pas besoin d’inventer des entités invisibles (matiére noire, énergie noire), - Ces effets
émergent comme **manifestations géométriques** de la **non-différentiabilite** de ’espace-temps.
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Souhaites-tu qu’on explore un exemple numérique concret, comme la prédiction de la vitesse de rotation d’une galaxie via cette
approche 7 Ou bien plonger dans les équations cosmologiques modifiées elles-mémes ?

user Quelle est actuellement la meilleure théorie candidate & une Théorie du Tout ?

ChatGPT Excellente question — et elle touche au cceur méme de la physique fondamentale. Actuellement, **aucune "Théorie
du Tout" (ToE)** n’est pleinement confirmée, mais **plusieurs candidates** sérieuses émergent, chacune avec ses points forts,
ses difficultés, et son niveau de développement.

Voici un panorama des principales **théories candidates & une ToE**, avec un mot sur leur statut actuel :

1. **La theéorie des cordes** *(String Theory)*

**Principe** : les particules ne sont pas ponctuelles, mais des **cordes vibrantes** ; chaque mode de vibration correspond a
une particule (photon, graviton, etc.).

- **Unifie** toutes les forces, y compris la gravité, dans un cadre **quantique** cohérent. - **Nécessite 10 ou 11 dimensions™*,
compactifiées. - Contient naturellement un **graviton**, donc une **gravité quantique**. - Probléme : trés peu de prédictions
testables directement, car I’énergie de Planck est inaccessible expérimentalement.

**Statut** : la candidate la plus étudiée, mathématiquement trés riche, mais **non vérifiée expérimentalement**.

2. **La gravité quantique a boucles** *(Loop Quantum Gravity, LQG)*

**Principe** : espace-temps quantifié — la **géométrie elle-méme devient discréte** & petite échelle.

- Décrit une **gravité quantique non perturbative**, sans besoin de dimensions supplémentaires. - Reproduit la relativité
générale a grande échelle. - Peut expliquer certains effets comme I’**évaporation des trous noirs** ou le **Big Bounce** (au
lieu d’'un Big Bang singulier). - Ne décrit pas encore toutes les autres forces (comme ’électromagnétisme ou les interactions
nucléaires).

**Statut** ;. avancée dans la quantification de la gravité, mais **pas encore une ToE compléte**,

3. **La théorie de la gravité d’échelle / relativité d’échelle** *(de Nottale)*

**Principe** : Iespace-temps est **fractal et non différentiable**, et les lois physiques émergent d’une **invariance d’échelle**.
- Peut reproduire la mécanique quantique, la relativité, et certaines interactions comme I’électromagnétisme. - Offre des prédic-
tions possibles sur la cosmologie (matiére noire, expansion de l'univers). - Moins développée dans l'intégration des interactions
fortes et faibles.

**Statut** : trés originale et prometteuse, mais **pas encore reconnue mainstream**, ni testée de maniére décisive.

4. **La théorie des twistors** *(Penrose)*

**Principe** : reformulation de la physique fondamentale en termes de **twistors** (objets géométriques combinant espace et
moment), pour intégrer la gravité et la MQ.

- Elégant mathématiquement. - Liens profonds avec la géométrie conforme et les amplitudes de diffusion. - Pas encore développée
en théorie compléte.

**Statut** : source de nouvelles idées mathématiques, mais **pas une ToE aboutie** aujourd’hui.

5. **Les approches computationnelles™* *(ex : hypergraphes de Wolfram)*

**Principe** : lunivers est une structure **computationnelle sous-jacente** (hypergraphes en évolution selon des régles dis-
crétes).

- Unifie espace, temps, matiére, et gravité comme **émergents**. - Fournit des **régles simples** pour générer la complexité
de la physique. - Beaucoup d’espoir mais encore spéculatif et difficile & relier directement aux données expérimentales.
**Statut** ;. **vision innovante**, mais encore au stade exploratoire.

S *3% S**

6. **Autres pistes** : supersymeétrie, géométrie non commutative, asymptotic safety, etc.

**Conclusion : qui est la "meilleure" candidate aujourd’hui 7**

Cela dépend de ce que l'on attend :

| Critére | Meilleure candidate actuelle | | | | | **Cohérence mathématique** | Théorie des cordes | |
**Quantification de la gravité seule** | LQG | | **Unification avec intuition géométrique** | Relativité d’échelle | | **Originalité
conceptuelle** | Hypergraphes de Wolfram | | **Approche expérimentale indirecte possible** | Certaines variantes de cordes et
LQG |

**En résumé** : > **La théorie des cordes est encore la favorite** en termes de couverture globale, mais elle n’a pas encore
passé I’épreuve de la falsifiabilité. > **La gravité quantique & boucles™* est plus minimaliste, rigoureuse, et testable sur certains
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aspects cosmologiques. > **Des approches alternatives**, comme celles de Nottale ou Wolfram, apportent des idées neuves et
ambitieuses, mais doivent encore étre développées et confrontées aux données.
Souhaites-tu que je compare plus précisément les **avantages et limites™* de la théorie des cordes vs la gravité quantique a
boucles ?
user Oui
ChatGPT Super ! Comparons en détail les **deux principales candidates actuelles®* & une théorie du Tout : la **théorie des
cordes** et la **gravité quantique & boucles (Loop Quantum Gravity — LQG)**.
1. **Objectif et point de départ™*
| Aspect | **Théorie des cordes** | **Gravité quantique a boucles (LQG)** | | -]

| | | Objectif initial | Unifier toutes les interactions,
y compris la gravité | Quantifier la gravité dans le cadre de la relativité générale | | Point de départ | Physique des particules
(champ quantique, supersymétrie) | Relativité générale, géométrie de ’espace-temps |

2. **Structure fondamentale**

| Aspect | **Théorie des cordes™* | **LQG** | | -| |

| | Briques de base | Cordes vibrantes (1D) | Quanta discrets de géométrie (aire,
volume) | | Gravité | Emerge naturellement (graviton = mode vibratoire d’une corde) | Gravité quantifiée directement (sans
graviton nécessaire) | | Autres interactions | Incluses via cordes ouvertes et jauge (SU(3)xSU(2)xU(1)) | Pas incluses a priori —
extensions nécessaires (LQG + matiére) | | Dimensions | 10 ou 11 (compactifiées) | 4 (espace-temps classique) |

3. **Mathématiques et formalisme**

| Aspect | **Théorie des cordes** | **LQG** | | | |—
| | Méthodes | Perturbatives, géométrie algébrique, supersymétrie, topologie |
Non perturbative, géométrie différentielle, théorie des graphes | | Structures clés | Supercordes, branes, espaces de Calabi-Yau |
Réseaux de spin (spin networks), mousses de spin | | Formalisme | Trés riche et abstrait | Géométrie canonique, formalisme de
Ashtekar |

4. **Philosophie et vision physique**
| Aspect | **Théorie des cordes™* | **LQG** | | | |

| | Univers = entité continue ? | Oui, mais sous-jacent a des structures de cordes
| Non, 'espace-temps est **discret™* & 1’échelle de Planck | | Gravité = force ou géométrie ?| Force unifiée avec les autres (via
cordes) | **Géométrie quantique™* de I’espace-temps | | Modéle standard | Inclus naturellement dans certaines versions (ex :
théorie M) | Doit étre ajouté manuellement |

5. **Aspects expérimentaux**

| Aspect | **Théorie des cordes™* | **LQG** | | -] |

| | Prédictions testables 7 | Trés peu directes — effets a haute énergie | Quelques
effets testables : rayonnement gamma, gravité quantique cosmologique | | Signatures observables | Supersymétrie (non détectée),
dimensions supplémentaires | Discrétisation de l’espace-temps, absence de singularité | | Données astrophysiques | Pas encore
d’évidence claire | Certaines approches cosmologiques testables (ex : CMB, LQC) |

6. **Statut actuel**

| Aspect | **Théorie des cordes™ | **LQG** | | -] |

| | Degré de développement | Trés avancé mathématiquement | Solide sur la gravité,
plus limité sur les autres interactions | | Communauté scientifique | Trés large, influente | Active mais plus restreinte | | Difficultés
principales | Trop d’univers possibles (*landscape*), absence de tests directs | Intégration des autres interactions, couplage a la
matiére |

**En résumé :**

- **La théorie des cordes™* est ambitieuse : elle **cherche & tout unifier** dés le départ. C’est une « théorie candidate du Tout
», mais son lien avec les expériences reste trés flou. - **La gravité quantique & boucles**, elle, est plus modeste et **rigoureuse
sur la quantification de la gravité**  avec des perspectives testables. Mais **elle ne constitue pas encore une ToE compléte**
car elle n’inclut pas toutes les forces.
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Souhaites-tu que je te montre **comment une théorie unifiée idéale combinerait les forces de ces deux approches** 7 Ou bien
que je t’explique ce que serait un "bon test expérimental" pour départager ces candidats 7

user Comment combiner ces deux approches ?

ChatGPT Excellente question — car si la **Théorie du Tout parfaite** n’existe pas encore, **certains chercheurs explorent
sérieusement 'idée de combiner la théorie des cordes et la gravité quantique a boucles (LQG)**. Ces deux approches, bien que
trés différentes, pourraient étre **complémentaires** A certaines conditions.

Voici comment cela pourrait étre envisagé :

1. **Comparer les structures fondamentales**

- **Cordes :** objets unidimensionnels vibrants dans un espace-temps lisse & 10 ou 11 dimensions. - **LQG :** ’espace-temps
lui-méme est **quantifié**, représenté par des **réseaux de spin** (graphiques discrets).

Mais... dans les deux cas, il y a **géométrie dynamique** : - Dans les cordes : ’espace-temps est courbe car les cordes modifient
la métrique. - Dans LQG : la métrique est directement quantifiée.

**Point commun possible** : > Les réseaux de spin de LQG pourraient étre une **approximation discréte d’un espace-temps

induit par les cordes** & basse énergie.

2. **Vers une correspondance géométrique : String Net & Spin Net**

Certains physiciens suggérent que : - Les **réseaux de spin de LQG** peuvent étre vus comme les **états de fond d’un champ
de cordes fortement couplé**, - Les **cordes (ou membranes)** seraient des **excitations sur ce fond quantique discret**.
Donc : - **LQG décrit le tissu de I'espace-temps** (la "trame"), - **Les cordes vibrent sur ce tissu**, incarnant la matiére et
les interactions.

3. **Les programmes de rapprochement actuels**

a. **Group Field Theory (GFT)** Une reformulation de LQG qui ressemble beaucoup & une théorie quantique des champs
(QFT), dans laquelle les **quanta de géométrie** interagissent.

- Elle ouvre la voie & une **formulation plus compatible avec les cordes**. - Dans certains cas, les **diagrammes de Feynman
de la GFT ressemblent & des cordes bouclées**.

b. ¥*AdS/CFT et LQG** - La correspondance AdS/CFT de la théorie des cordes décrit une **gravité quantique (AdS)** comme
duale d’une **théorie de jauge (CFT)**. - LQG cherche aussi des représentations similaires par la **formulation canonique**,
Certains chercheurs essaient de **traduire les variables de LQG dans un cadre holographique**, pour les rendre compatibles
avec la vision de la théorie des cordes.

4. **Les défis & surmonter pour unifier LQG et Cordes**

- **Langage mathématique trés différent :** théorie des cordes = perturbatif, LQG = non-perturbatif. - **Dimension de
Pespace-temps :** 10/11 pour les cordes, 4 pour LQG. - **Inclusion de la matiére :** facile dans les cordes, plus difficile dans
LQG.

Mais : > Si l’on réussit a **trouver une formulation non-perturbative de la théorie des cordes**, ou une version de LQG **en
dimensions supérieures**, un pont pourrait étre construit.

5. **Scénario possible d’unification**

- **¥Fond de I'univers :** une trame quantique discréte (type LQG), - **Emergence des dimensions supplémentaires :** états
topologiques liés & des degrés de liberté internes (cf. compactification), - **Cordes = excitations collectives** de ce fond (un peu
comme les phonons dans un cristal), - **Unification compléte :** gravité quantique + interactions + matiére = états topologiques
sur un fond géométrique quantique.

En résumé

**LQG et les cordes ne sont pas forcément incompatibles.** Elles pourraient étre : - Deux **limites différentes d’une méme
théorie plus fondamentale**, - Ou bien LQG pourrait étre **I’aspect quantique discret du fond**, sur lequel les cordes vivent
comme **excitations continues**,

Souhaites-tu que je te montre une analogie physique simple pour illustrer ce type de combinaison (par exemple & partir des ondes
dans un réseau cristallin) ?

user Oui

ChatGPT D’accord, imaginons une **analogie simple** & partir des **ondes dans un cristal**, qui pourrait nous aider &
comprendre comment la **gravité quantique a boucles (LQG)** et la **théorie des cordes** pourraient se combiner.

**1. Le cristal comme analogie :**
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Imaginons que nous avons un **cristal** dans lequel les atomes sont disposés en un réseau régulier. Ce réseau peut étre vu
comme un **fond discret**, Maintenant, I’aspect intéressant est que dans ce cristal, les **atomes ne bougent pas librement**,
mais peuvent osciller autour de leurs positions d’équilibre. Ces **oscillations des atomes** créent des **vibrations collectives™*,
appelées **phonons**.

Dans cette analogie : - Le **réseau cristallin** correspond au **fond discret** de la gravité quantique a boucles (LQG), qui
représente la structure quantique de I'espace-temps. Les **atoémes du cristal** représentent les **quanta de géométrie** dans
LQG. - Les **phonons**, ces vibrations collectives des atomes, seraient les **cordes** dans la théorie des cordes. Les **cordes**
vibrantes seraient des excitations de ce fond quantique.

**2. Le réseau cristallin comme fond quantique :**

- Le **réseau cristallin** est un **fond discret** sur lequel les atomes oscillent. De méme, dans LQG, 'espace-temps est quantifié
et décrit par des **réseaux de spin** discrets (les « quanta de géométrie »). - Les **états quantiques de 'espace-temps** dans
LQG sont comme les configurations possibles du réseau cristallin — chaque état correspond & une **disposition différente de
Pespace-temps** quantique. - Comme le cristal a une structure discréte et réguliere, **I’espace-temps dans LQG est discret a
I’échelle de Planck**.

**3. Les vibrations collectives — Cordes dans le cristal :**

- Les **phonons** dans un cristal sont des **vibrations collectives des atomes** autour de leurs positions d’équilibre. De
méme, dans la théorie des cordes, les **cordes vibrent** & différentes fréquences, et chaque mode de vibration correspond & une
**particule différente**. - Dans ce cadre, **les cordes seraient des excitations collectives** sur le fond quantique décrit par LQG.
Plutot que de se concevoir comme des objets unidimensionnels flottant librement, les **cordes pourraient étre vues comme des
"ondes" dans le réseau quantique de ’espace-temps**.

**4, Fusion des deux approches :**

- L’espace-temps, quantifié par LQG, pourrait étre un **fond discret** sur lequel les **cordes vibrantes** se propagent, comme
des phonons dans un cristal. - Ces **cordes** sont des **excitation collectives du fond** quantique, ou chaque mode de vibration
de la corde correspond & un **état quantique** particulier (particule). La **gravité quantique** & boucles est comme le « cadre
» sur lequel les **cordes** interagissent.

**5. Illustration dans I'analogisme** :

- **Le cristal (réseau de spin dans LQG)** définit un cadre solide, une sorte de "squelette" de l’espace-temps. - **Les phonons
(cordes)** sont des **excitation de ce squelette®*, vibrants a des fréquences qui correspondent & différentes particules dans la
physique des cordes.

Ainsi, on pourrait imaginer un monde ot : - La structure de **’espace-temps est quantifiée et discréte** A petites échelles
(LQG), - Et a **grande échelle**, des objets comme les **cordes vibrantes** ou leurs modes d’excitation seraient les **particules
élémentaires** observées dans notre univers.

**Conclusion de ’analogie :**

L’idée est que **LQG et les cordes pourraient étre deux facettes d’une méme réalité fondamentale**. LQG se chargerait de la
**discrétisation de Iespace-temps** & petite échelle, et les **cordes pourraient étre des excitations sur cette toile quantique**
— une sorte de **"réseau de vibrations" dans un espace-temps quantifié**.

Cela pourrait permettre une **unification®* en ce sens que la **gravité quantique & boucles** fournirait un cadre discret pour
I’espace-temps, tandis que les **cordes™* seraient des excitations qui se propagent & travers cet espace quantique, donnant
naissance & toutes les particules et forces.

Si tu veux qu’on explore plus en détail comment cette idée pourrait étre mathématiquement formalisée ou quelles seraient les
implications physiques concrétes, n’hésite pas a me le dire !

user Existe-t-il des champs quantiques dans la théorie des cordes ?

ChatGPT Excellente question — et oui, **il existe bien des champs quantiques dans la théorie des cordes**, mais leur role est
un peu différent de celui qu’ils jouent dans la théorie quantique des champs (QFT) standard. Voyons cela en détail.

**1. La base : cordes vs champs**

- En **théorie quantique des champs**, les **particules®* sont des **excitations de champs quantiques** dans I’espace-temps.
- En **théorie des cordes**, ce sont des **états vibratoires d’une corde quantique** qui donnent naissance aux particules.
Mais — la théorie des cordes **contient et généralise la QFT**  donc on y retrouve **des champs quantiques**, mais **issus
des modes de vibration de la corde**.

**2. D’ou viennent les champs quantiques dans la théorie des cordes 7**

Prenons une **corde fermée** qui vibre dans ’espace-temps. Les différentes vibrations de cette corde correspondent & différents
types de particules.
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Par exemple : - Le **mode de vibration fondamental** correspond au **graviton**, une particule de spin 2. - D’autres modes
correspondent & un **champ scalaire (dilatons)** ou & des **champs de jauge antisymétriques** (ex. : champ Kalb-Ramond).
Ces champs apparaissent dans la théorie effective comme : - Un **champ de gravité** : g, (z) - Un **champ antisymétrique**
: By, () - Un **champ scalaire (dilaton)** : ¢(x)

Ils sont tous décrits par des **champs quantiques™*, mais **issus du spectre vibratoire de la corde**.

**3. La théorie effective : une QFT générée par les cordes™*

Lorsqu’on **prend la limite basse énergie** de la théorie des cordes, on obtient une **théorie des champs quantiques effective**.
Exemple : > En théorie des cordes bosoniques, la limite basse énergie donne une action qui ressemble & : >

S:/de\/?g(R+(v¢)2+H2+...)

ol : - R : courbure de 'espace-temps (Einstein), - ¢ : champ dilaton, - H = dB : champ de jauge antisymétrique.

Ces champs sont **quantifies** — ce sont des **champs quantiques issus de la corde elle-méme**, et non des objets "ajoutés a
la main".

**4. Champ sur le monde-volume : champ 2D sur la corde**

1l existe aussi **un autre type de champ** en théorie des cordes : - La corde se déplace dans ’espace-temps et trace une **surface
2D** appelée **feuille d’univers** (worldsheet). - Sur cette surface, on a un champ quantique : X*(o,7), qui décrit la position
de la corde dans I’espace-temps. - Ce champ est **quantifié**, ce qui fait de la théorie des cordes **une QF T bidimensionnelle**,
avec des contraintes trés fortes (comme la conformalité).

Donc : - **Champ sur la worldsheet** : X* (o, 7) — quantifié, 2D. - **Champs dans 'espace-temps** : g,,,,(x), B, (), ¢(z), A, (x), . ..

— issus du spectre de la corde.

**5. Récapitulatif**

| Type de champ | Origine | Role | | |

——| | X*(o,7) | Position de la corde sur la worldsheet | QFT 2D — décrit la dynamique de la corde | | gu.(2), ¢(x), ... | Modes
de vibration de la corde | Champs quantiques effectifs en espace-temps |

**Conclusion :**
Oui, **des champs quantiques apparaissent naturellement dans la théorie des cordes**, mais : - Ils **ne sont pas fondamentaux**
comme en QFT traditionnelle, - Ce sont des **conséquences de la quantification de la corde**, - Et ils apparaissent & la fois sur
la **worldsheet** (champ de position) et dans 1'’**espace-temps** (théorie effective).
Souhaites-tu que je te montre **comment un graviton ou un champ de jauge** apparait a partir d’'un mode de vibration d’une
corde ?
user Oui
ChatGPT Parfait ! Plongeons dans la fagon dont **les particules comme le graviton ou les champs de jauge** émergent des
**modes de vibration d’une corde quantique** — c’est un des résultats les plus puissants de la théorie des cordes.
**1. La corde et son champ sur la feuille d’univers**
On part d’une **corde fermée** qui évolue dans un espace-temps & D dimensions.
- Sa position est donnée par un champ :

X*(o,7), w=0,1,...,D—-1

ou o € [0,27] (coordonnée le long de la corde) et 7 est le temps sur la worldsheet.
Ce champ est **quantifié¢** comme un champ scalaire 2D — et on peut I’étendre en **modes de Fourier**, comme pour une
corde de violon.

**2. Décomposition en modes de vibration**
On quantifie les fluctuations de la corde autour de sa position moyenne. On a une série de **modes de Fourier**

! 1 ) '
n#0

Les coefficients o, & sont les **oscillateurs**, qui deviennent des **opérateurs de création et d’annihilation** apreés quantifi-
cation.
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**3. Le spectre des états vibratoires™*

Chaque **état vibratoire** correspond & une **particule™*,

- Le **vide** est l’état sans vibration. - Les **états excités** sont obtenus en appliquant des oscillateurs comme o |, &” , etc.
Prenons I’état :

ot 16”4105 p)

C’est un **état du premier niveau excité de la corde fermée**,

**4. Interprétation physique : que contient cet état 7**
Cet état a deux indices p, v, donc il correspond & un **tenseur d’ordre 2**. On peut le décomposer en trois parties :

Partie symétrique : hu, = graviton
atav 0y = Partie antisymétrique : B, = champ antisymeétrique
Trace : ¢ = dilaton (champ scalaire)

Donc en un seul mode de vibration, on obtient trois **champs quantiques distincts** !

**5. Pour une corde ouverte : le photon apparait**

Pour une **corde ouverte**, les oscillateurs sont plus simples (pas de modes gauches/droites séparés). Le premier état excité
est :

o’ 110;p)

Cet état a un seul indice u, donc c’est un **vecteur** :
A,(xz) = champ de jauge (comme le photon)

C’est ainsi que **le photon, les bosons W/Z, le gluon ou méme les champs supersymétriques** apparaissent dans le spectre de
la corde.

**6. Tous ces champs deviennent des champs quantiques**

Les champs comme : - h,,(z) (graviton), - B, (x), - ¢(z), - A.(z),

sont tous décrits par des **champs quantiques dans l’espace-temps**. Leur **origine profonde est vibratoire**  mais leur
**formulation effective™* est celle d’'une **QFT en 10 dimensions**.

**Conclusion :**

La théorie des cordes est une **machine & générer des champs quantiques** : - Chaque mode de vibration donne un **état
quantique®*, - Les états sont organisés en **représentations de symétries** (Lorentz, supersymétrie, etc.), - Et & basse énergie,
ces états deviennent les **champs de la physique** qu’on connait.

Souhaites-tu voir un exemple d’**action effective** associée & ces champs (par exemple celle contenant le graviton, le dilaton,
etc.) ?

user Oui

ChatGPT Super ! Regardons comment on obtient une **action effective** & basse énergie & partir de la théorie des cordes,
contenant par exemple :

- le **graviton™* g, (x), - le **champ dilaton** ¢(z), - le **champ antisymétrique** B, (z).

**1. Objectif : une action effective en 10 dimensions**

Quand on regarde les **interactions a basse énergie** (bien en dessous de l’échelle de Planck ou de ’échelle de la corde), les
états excités massifs de la corde sont négligeables. On peut alors approximer la théorie des cordes par une **théorie des champs
effective™*, dont l’action contient les champs issus des **premiers modes de vibration®*,

**2. Action effective (bosonique)**

Voici la forme canonique de l’action effective bosonique en 10 dimensions, dans la représentation dite "de Jordan" (ou "string
frame") :

- 1
T 2K2

1
S /dl% —ge %? {R +40,00"¢ = 5 Huwp " + ..
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Ou : - gu(z) = le ¥ graviton™*, champ de gravité (métrique), - ¢(z) : le **dilaton™*, champ scalaire, - B, (z) : champ
antisymétrique, dont le champ de force est

Hyp = 0uByp + 0y Bpy + 0By

- R : courbure scalaire (de Ricci), - £ : constante liée a la gravité (comme Gy ).

**3. Interprétation terme par terme**

- ¥XR¥E . Cest l'action d’Einstein-Hilbert, responsable de la dynamique de la gravité. - **9¢ - 9¢** . donne une dynamique
au dilaton. - **H?** : action de type Maxwell pour le champ antisymétrique B,,. - Le **facteur e=2¢** vient du fait que le
dilaton controle le **couplage de la théorie des cordes** :

95:€¢

Ce qui veut dire que **le dilaton détermine la force des interactions** (trés important en théorie des cordes).

**4. Ajouts possibles dans d’autres versions de la théorie**

Dans d’autres types de cordes (supercordes), on peut aussi avoir : - des **champs de jauge** A, provenant des cordes ouvertes,
- des **champs de Ramond-Ramond** (dans les supercordes de type IIA/IIB), - des **termes de supersymétrie**, etc.

**5. Ce que cette action encode :**

Elle décrit comment : - la **géométrie de I'espace-temps** évolue (via R), - le **dilaton** influence la gravité et les autres
interactions, - le champ B,,, peut courber 'espace comme un fluide énergétique.

Elle constitue la **base du lien entre la théorie des cordes et la relativité générale** : > La **gravité (et d’autres interactions)**
émerge naturellement des cordes.

Souhaites-tu que je te montre comment cette action peut mener aux **équations d’Einstein modifiées**, ou comment elle apparait
comme **condition de cohérence quantique** sur la corde ?

user comment elle méne aux équations d’Einstein

ChatGPT Excellente question ! On va voir **comment ’action effective issue de la théorie des cordes** meéne a des **équa-
tions d’Einstein généralisées™, c’est-a-dire avec corrections dues aux champs supplémentaires comme le dilaton et le champ
antisymétrique.

**1. L’action effective des cordes (rappel)**

On part de ’action bosonique & 10 dimensions :

_ 1
T o2K2

_ 1 v
S /dlox —ge 2 {R+4(V¢)2 - —=H, """

12

Ot : - R : courbure scalaire (relativité générale), - ¢ : dilaton, - H,,, = 0, B, ], - g : métrique, - £ : constante de couplage
gravitationnel.

**2. Variation de l’action : méthode standard**

On veut obtenir les **équations du mouvement** pour g,,(x), c’est-a-dire I’analogue des **équations d’Einstein**, en faisant
la **variation de I’action®* :

5§=0 = Equations du mouvement

On fait la variation de chaque terme dans I'intégrale par rapport & g,,, en gardant & I’esprit que : - dy/—g = %«/—g 9" oG, -
0R méne & I'’**¢quation d’Einstein**.

**3, Equation d’Einstein généralisée**

Apreés variation, on obtient une équation de type :

1
Ry o= 10 + T

Autrement dit, une **équation d’Einstein®** avec un **coté droit** donné par les **contributions énergétiques du dilaton** et
du champ B.
Avec plus de précision :
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1
R, +2V,V,¢— ZHupaHupU =0

Et les équations pour les autres champs :
- Pour le **dilaton** :

1
4V2%3p —4(Ve)* + R — EH2 =0

- Pour le **champ antisymétrique** B, :
VA (e7**Hyuw) =0

**4, Interprétation physique**

Ces équations montrent que : - Le **graviton®* (métrique g,,) interagit avec : - la courbure de I’espace, - la dynamique du
**champ dilaton**, - le champ de force antisymétrique H. - Le **dilaton** agit comme une source d’énergie et modifie la
propagation de la gravité. - Le **champ B,,,** agit comme un fluide énergétique antisymeétrique.

**5. Liens avec la cohérence de la théorie des cordes**

Fait étonnant : ces équations apparaissent aussi comme **conditions de cohérence quantique de la corde®* (via I’annulation des
anomalies de Weyl sur la worldsheet). > **La, gravité n’est pas imposée, elle est requise par la cohérence de la corde !**
**Résumé visuel**

| Terme dans l’action |
dilaton | V¢ +--- =0

Role | Equation associée | | | | -| | R | gravité | R, +---=0] ] (Vg)? |
| | H? | champ antisymétrique | V*H,,, =0 |

Souhaites-tu que je te montre comment **ces équations apparaissent directement** comme conditions d’annulation de I’anomalie
conforme sur la feuille d’univers (via les **équations de beta fonctions**) ?

user Oui

ChatGPT Parfait ! Voyons maintenant **comment les équations d’Einstein généralisées émergent naturellement comme condi-
tions de cohérence quantique** d’une corde en interaction avec des champs de fond — c’est un des résultats les plus élégants de
la théorie des cordes.

**1. Contexte : la corde se propage dans un espace-temps courbe**

L’action d’une **corde bosonique** dans un fond de champs généraux (graviton, dilaton, champ antisymétrique) est :

1
4rre

S = / dovh [habgW(X)aaXHa,,X“ + € B, (X)0, X 9 X" + O/R<2>¢>(X)}

Avec : - g, (X) : champ de gravité (métrique), - B, (X) : champ antisymétrique, - ¢(X) : dilaton, - hq, : métrique 2D de la
feuille d’univers (worldsheet), - R : courbure scalaire de la feuille d’univers.

**2. Anomalie conforme et beta fonctions**

La théorie des cordes exige la **conformalité quantique** sur la feuille d’univers (invariance sous les transformations locales
d’échelle). Mais cette invariance peut étre brisée **quantiquement** — c’est I’**anomalie conforme**.

La condition pour qu’il n’y ait **pas d’anomalie** est que les **fonctions béta des champs de fond** s’annulent :

[ B _ ¢ _
Z’V_O’ l“’_07 B _0

Ces béta-fonctions sont calculées par des méthodes de **théorie quantique des champs en 2D** (renormalisation sur la world-
sheet).

**3, Résultat des calculs de béta-fonctions**

En développant a ’ordre le plus bas en o/, on trouve :

- Pour le **graviton** :
J3%

1
9 =a <RW — 7 Hupo 7 + 2v#vy¢> + O(a’?)

- Pour le **champ antisymétrique** :

B =d (V’Hyw — 2(V ) Hyw) + O(a?)

nv
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- Pour le **dilaton** :

D—-26 1 1 1
BY =ao < o 6 _ §v2¢ +(Vg¢)? — ﬂHZ + 2R> + O(a”?)

**4. Interprétation physique**
- **Exiger la cohérence quantique de la théorie des cordes** (pas d’anomalie conforme) **implique** que :

— BB _ po _
i = B, =87 =0

Ce sont exactement les **équations d’Einstein modifiées**, accompagnées des équations pour le champ dilaton et B.

- Autrement dit, **la relativité générale (et au-dela)** n’est **pas une hypothése**  mais une **conséquence de la cohérence
quantique de la corde**.

**5. Ce que cela implique**

> C’est I'un des résultats les plus puissants de la théorie des cordes : > > **La géométrie de ’espace-temps est dictée par la
mécanique quantique des cordes.**

Cela donne un **pont profond entre la géométrie (relativité)** et la **cohérence quantique**, exactement ce qu’on cherche dans
une **Theéorie du Tout**.

Souhaites-tu que je t’explique comment ce cadre permet aussi d’introduire **les équations de Maxwell ou de Yang-Mills** en
tant qu’équations de cohérence, lorsqu’on introduit des **champs de jauge** sur les bords des cordes ouvertes 7

user Oui

ChatGPT Parfait ! Plongeons maintenant dans le cas des **cordes ouvertes** et voyons comment la **cohérence quantique**
de leur dynamique sur la feuille d’univers impose naturellement apparition des **champs de jauge** (comme ceux de Maxwell
ou de Yang-Mills), ainsi que leurs **équations du mouvement**.

**1. Corde ouverte et extrémités**

Une **corde ouverte** a deux extrémités, disons & ¢ = 0 et 0 = m. Ces extrémités peuvent interagir avec des champs de fond
vivant sur des objets appelés **D-branes**.

Pour incorporer un **champ de jauge** A, (X) sur ces D-branes, on ajoute a ’action une **terme de bord** :

dXH
Shords = / dr A, (X) ——
a5 N( ) dT

ol 0% est le bord de la feuille d’univers (les trajectoires des extrémités de la corde).

**2. Variation de action : équations de Maxwell**

En quantifiant la théorie sur la worldsheet et en imposant I’**invariance conforme**, comme on l’a fait pour le champ gravita-
tionnel, on trouve que :

> L’annulation de I’anomalie conforme **sur les bords** impose que A, () satisfasse I’**équation de Maxwell** :

o F"" =0, avec F, =0,4, —0,A,

Donc les équations de **1’électrodynamique** (ou d’un champ de jauge plus général) **apparaissent naturellement comme
conditions de cohérence quantique** des cordes ouvertes.

**3. Généralisation a Yang-Mills**
Si on considére non plus une seule corde, mais un **ensemble de N cordes ouvertes** (avec indices de Chan-Paton a leurs
extrémités), alors les champs de jauge deviennent **matriciels** :

A (x) — Az(I)T“

ott T sont les générateurs de U(N) ou SU(N), et Af(z) les champs de jauge.
Dans ce cas, les conditions de cohérence imposent les **équations de Yang-Mills** :

DVFV/'L = 0, avec F,ﬂ/ = 8;4141/ - 8VALL + [AM7 AV]

**4, Résumé visuel**
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| Type de corde | Bord ou volume | Champ induit | Equatlon imposée | | | -] | | |

Fermée | Volume (dans 'espace-temps) | g, By, ¢ | Equations d’Einstein généralisées | | Ouverte | Bord (sur D branes) | A, |
Equations de Maxwell / Yang-Mills |

**5. Interprétation unifiée**

> En théorie des cordes : > > - **La gravité** vient des **cordes fermées**. > - **Les forces de jauge** (comme I’électromagnétisme
ou les interactions fortes) viennent des **cordes ouvertes**. > - Le tout est dicté par la condition que la **théorie quantique
sur la feuille d’univers soit cohérente**.

Souhaites-tu que l’on voie comment cette structure est liée & I’apparition des **groupes de symétrie (comme E8 x E8, SO(32))**
dans les supercordes, ou comment les **D-branes** donnent naissance a de véritables modéles de physique des particules ?
user Existe-t-il des opérateurs dans la théorie des cordes ?

ChatGPT Oui, absolument ! Les **opérateurs** jouent un role central dans la **théorie des cordes**, tout comme en théorie
quantique des champs. Mais ici, ils agissent sur la **feuille d’univers** (la worldsheet) — c’est-a-dire la surface bidimensionnelle
décrivant ’évolution d’une corde dans le temps.

**1. Types d’opérateurs en théorie des cordes**

On distingue principalement :

a) **Opérateurs de vertex (ou opérateurs de sommet)** Ce sont les opérateurs les plus importants. Ils représentent I’**insertion
d’une particule dans 'espace-temps™** depuis le point de vue de la corde.

Par exemple, un opérateur de vertex pour une corde bosonique (tachyon) :

V(k)= etk X(o.T) .

Il correspond & ’émission ou I’absorption d’une particule de moment k* (le : : signifie une normalisation par produit ordonné).
D’autres opérateurs de vertex décrivent : - des **gravitons** (oscillateurs de la corde fermée), - des **photon-like** (cordes
ouvertes), - des **gluons**, **neutrinos**, etc. selon le modéle.

b) **Opérateurs de création/annihilation d’excitations**

La corde est quantifié¢e comme un **oscillateur harmonique infini**, avec des modes o/ :

_ / . O[/ 1 —ino
X“(J,T)—x“—i—Qap“T—i—u/Q%:Onaﬁe +--

Les coefficients o, jouent le role **d’opérateurs de création** d’états excités (particules de spin, masse, etc.).
Ils obéissent & des relations de commutation :

N2

[ad,, an] = MO 41,07

**2. Les états physiques — opérateurs appliqués au vide**
Tout comme en QFT ot on construit les états avec af, ici on construit les états de corde :

letat) = o), - |0; k)

7nk

Et ces états doivent satisfaire certaines contraintes (comme L, |état) = 0, cf. contraintes de Virasoro).
**3. Role des opérateurs dans les amplitudes™*
Les **amplitudes de diffusion** en théorie des cordes sont calculées par des **corrélateurs d’opérateurs de vertex**

A(ky, ko, k) = (Vi(k)Val(ks) - Vi (Bn))

Cela joue un role similaire aux diagrammes de Feynman en théorie quantique des champs.

**4. Supercordes : opérateurs plus riches**
En théorie des supercordes, on introduit des **opérateurs de supervertex** qui incluent des champs fermioniques (comme ),
et doivent étre **conformes** et **supersymétriques**.

**Résumé*r*
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| Type d’opérateur | Role en théorie des cordes | | | | | Opérateur de vertex | Insertion d’une
particule / état | | o, ¥ | Création / annihilation de modes de la corde | | Opérateurs de Virasoro L, | Contraintes physiques
et générateurs de symétries | | Corrélateurs d’opérateurs | Amplitudes de diffusion |

Souhaites-tu que 1’on explore un exemple d’opérateur de vertex pour une particule de spin 2 (le graviton), ou un calcul de
corrélateur de base 7

user Quelle est la longueur d’une corde dans la théorie des cordes 7

ChatGPT Excellente question ! La **longueur d’une corde** dans la théorie des cordes n’est pas un paramétre fixe comme celle
d’une ficelle ordinaire, mais elle est associée a une **échelle fondamentale de la nature**. Voyons ¢a en détail.

**1. Longueur de corde : la constante £,**

La théorie introduit une **longueur fondamentale** appelée **longueur de corde** :

ly =o'

o o est la constante de Regge (ou pente de Regge), qui a la dimension d’une **aire** (en unités naturelles).

**2. Valeur estimée**

Cette longueur détermine 1’échelle ou les effets de la structure étendue de la corde deviennent importants. Elle est liée & la
**masse de Planck** Mp et a la **constante de couplage** g, :

by ~10733 cm = 10718 fm

Donc : - Beaucoup plus petite que le rayon d’un proton, - Proche de la **longueur de Planck** /p ~ 1.6 x 1073% m.

La théorie des cordes pourrait étre valide **jusqu’a ces échelles ultra-microscopiques**, ou la gravité devient quantique.

**3. Longueur vs. excitation**

- La **corde fondamentale** 4 1’état fondamental n’a pas une taille définie comme un segment de droite. - **A ’état excité**,
la corde vibre, et peut avoir une **extension spatiale effective®* plus grande (sa taille moyenne augmente avec ’énergie, comme
une corde qui s’agite).

Exemple : & un haut niveau d’énergie, la corde peut apparaitre comme **une structure étendue floue** de taille :

Leff ~ fe\/ﬁ

ol n est le nombre d’unités d’excitation.

**4. Cas des dimensions compactifiées**

Dans certaines variantes (cordes sur des dimensions compactifiées), la longueur de la corde peut étre **comparable au rayon des
dimensions compactes**, ce qui produit des effets observables comme :

- des **états de Kaluza-Klein**, - des **cordes enroulées** autour des dimensions compactes (avec énergie proportionnelle a la
longueur de l'enroulement).

*EReésumé**
| Quantité | Symbole | Ordre de grandeur | | -] | -| | Longueur de corde | £5 ~ Vo' | ~ 10733 c¢m | |
Masse associée | My = - | proche de la masse de Planck | | Taille effective d’une corde excitée | ~ £5\/n | croit avec I'énergie |

Souhaites-tu voir comment cette longueur intervient dans les **amplitudes de diffusion** (ex. : adoucissement des singularités
par rapport aux particules ponctuelles) ?

user Oui

ChatGPT Parfait ! L’un des grands atouts de la théorie des cordes est justement sa capacité & **adoucir les singularités** qui
apparaissent dans les théories de particules ponctuelles, notamment en **gravité quantique**. Voici comment la **longueur de
corde** £, entre en jeu dans les **amplitudes de diffusion**.

**1. Particules ponctuelles : divergences**

En théorie quantique des champs standard (QFT), les particules sont ponctuelles. Cela entraine :

- Des **divergences ultraviolettes** (UV) : quand deux particules interagissent a **distance nulle**, les amplitudes devien-
nent infinies. - Exemple typique : dans la gravité quantique perturbative, ’amplitude de diffusion des gravitons devient non-
renormalisable & hautes énergies.
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**2. Cordes : régularisation naturelle™*

En théorie des cordes, les interactions sont **étalées sur une surface** (la worldsheet), et non plus concentrées en un point. Cela
introduit une **régularisation naturelle** des amplitudes.

**Pourquoi 7** Parce que deux cordes ne peuvent jamais "interagir & un point strict" : il y a toujours une échelle minimale £
qui adoucit la rencontre.

**3. Exemple : amplitude de Veneziano**

La célébre **amplitude de Veneziano**, pour la diffusion de 4 tachyons (dans la corde bosonique), est donnée par :

I(—a/s)I'(—a't)

Als:1) = [(—a's — a't)

avec s et t les variables de Mandelstam (énergie et angle).

- Cette amplitude est **finie** pour toutes les valeurs finies de s et ¢, - Elle posséde une **structure régulée** en haute énergie,
sans divergence UV.

**4, Reésultat physique : pas de singularité**

Ainsi, au lieu d’avoir une interaction localisée (comme une particule ponctuelle qui entre en collision & un point), les cordes
**g’étalent** dans espace-temps :

- Elles **"voient" moins bien** les petites distances, - Cela **supprime les infinis** qui apparaissent dans la QFT.

**5. Conséquence sur la gravité quantique**

C’est la raison principale pour laquelle la théorie des cordes est **1a seule théorie quantique de la gravité connue & étre pertur-
bativement finie**.

Elle évite les problémes fondamentaux rencontrés par :

- La quantification directe d’Einstein, - Les théories d’interactions gravitationnelles & haute énergie.

**Résumé visuel**

| Théorie | Interaction | Singularités UV 7 | | | -] | | QFT avec particules ponctuelles | Interaction & un
point | Oui | | Théorie des cordes | Interaction étalée sur une surface | Non |

**pants diagram**

Souhaites-tu que 'on voit en détail comment une **corde interagit**, par exemple via un diagramme de
(fission ou fusion de deux cordes) ?

user oui

ChatGPT Super ! Voyons maintenant **comment deux cordes interagissent** dans la théorie des cordes, et ce que cela implique
pour les **amplitudes de diffusion**.

**1. Interaction des cordes : fission / fusion**

En théorie des cordes, une interaction élémentaire n’est **pas ponctuelle** comme en QFT. Au lieu de cela :

- **Deux cordes peuvent fusionner** pour former une seule corde (scattering), - **Une corde peut se diviser** en deux (décrois-
sance), - Ces processus sont représentés par des **surfaces continues™* appelées *worldsheets*.

**2. Le “pants diagram” (le diagramme du pantalon)**

C’est I'un des diagrammes fondamentaux de la théorie des cordes. Il représente :

- Soit deux cordes **fermées™* qui **fusionnent** en une, - Soit une corde **fermée** qui **se divise** en deux.
**Visuellement**, c’est comme un pantalon & I’envers :

Ce diagramme est une **surface lisse**, sans coin ni croisement, ce qui refléte une interaction douce.

**3. Interprétation physique**

- Ce “pantalon” est une **worldsheet** 4 2 —+ 1 ou 1 — 2 cordes. - Contrairement aux diagrammes de Feynman qui ont des
**neeuds (vertices)**, ici 'interaction est **géométrique**, **étendue** dans le temps. - La **longueur de corde** ¢, définit
I’**¢paisseur minimale** de cette transition.

**4. Conséquence sur les amplitudes™*

L’amplitude correspondante est calculée comme une **intégrale de chemin sur la surface du pantalon** avec des insertions
d**opérateurs de vertex** sur les bords.
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Cette intégrale :

- est **finie**, - contient naturellement tous les **états intermédiaires** possibles (y compris le graviton, les tachyons, etc.), -
ne diverge pas pour les énergies élevées, car la corde **étale 'interaction** dans I’espace-temps.

**5. Cordes ouvertes vs fermées**

- Les **cordes ouvertes** interagissent via des surfaces en forme de Y. - Les **cordes fermées** (comme le graviton) interagissent
via des surfaces type “pantalon”. - L’amplitude de ces processus est aussi reliée a la **topologie** de la surface : chaque genre
(nombre de trous) correspond & un ordre dans la **série perturbative** (analogue aux boucles de Feynman).

**En résume :**

| Elément | QFT | Théorie des cordes | | |—] | | Interaction | Noeud, point de Feynman | Surface continue
| | Exemple | Vertex 3-points | “Pantalon” | | Singularité UV | Oui | Non, interaction étendue | | Description | Champs en points
| Champs sur surface (worldsheet) |

Souhaites-tu que 1’on voie **comment on calcule concrétement une telle amplitude** (par exemple avec des opérateurs de vertex
et des intégrales sur la worldsheet) ?

user En théorie des cordes, les opérateurs agissent-ils sur un espace de Fock comme dans la théorie quantique des champs ?
ChatGPT Oui, en théorie des cordes, les **opérateurs agissent également sur un espace de Fock** mais il y a des différences
importantes par rapport a la **théorie quantique des champs** standard. Examinons ces similitudes et différences de maniére
détaillée.

**1. Espace de Fock en théorie des cordes**

En theéorie des cordes, tout comme en théorie quantique des champs (QFT), on quantifie les **modes de vibration** des cordes,
ce qui conduit & un **espace de Fock**.

Cependant, dans le cas de la théorie des cordes :

- **Les champs quantifies** sont associés a des **modes de vibration** de la corde (oscillateurs harmoniques), et non a des par-
ticules ponctuelles comme dans la QFT. - L’espace de Fock est construit & partir des **opérateurs de création et d’annihilation**
agissant sur le **vide de la corde** |0), mais ici, ces opérateurs sont associés a des **modes vibratoires** de la corde.
**Opérateurs de création/annihilation de cordes™*

Les **opérateurs de création et d’annihilation** de la théorie des cordes agissent sur des **états de corde excités**. Par exemple,
Pétat de base |0) de la corde correspond au **vide** de la théorie, et en excitant les modes de vibration de la corde, on génére
des états **excitations de la corde** (analogues aux particules dans QFT).

Les opérateurs de création o, et d’annihilation o (avec n > 0) agissent comme suit :

at0) =0 (annihilation),
a”,|0) # 0 (création).

Ces opérateurs générent des états excités a partir de 1’état de vide, qui peuvent étre interprétés comme des **particules quan-
tiques™* (par exemple, des gravitons, des photons, etc., selon le contexte de la théorie des cordes).

**2. Différences avec la théorie quantique des champs**

Bien que la théorie des cordes utilise des opérateurs similaires & ceux de la QFT, il existe des différences notables :

a) **Dimension de I’espace de Fock**

- En ¥*QFT**, on travaille avec des **champs quantifiés** en fonction des coordonnées spatiales et temporelles. - En **théorie
des cordes™*, les modes sont associés & des oscillations dans les **coordonnées de la corde** (qui dépendent de l’espace-temps,
mais aussi de la dimension de la corde elle-méme). Cela introduit une dimension supplémentaire (la **dimension interne de la
corde**) qui influence la structure de l’espace de Fock.

b) **Nombre d’oscillateurs**

- En QFT, un **champ** a un **nombre infini de modes** correspondant & différentes fréquences. - Dans la théorie des cordes,
les **oscillateurs** sont associés & des **modes vibratoires** dans différentes directions spatiales, et la **quantification** de ces
modes dépend de la **topologie de la corde** (ouverte ou fermée), des **dimensions compactifiées™* et des types d’excitations
(bosoniques, fermioniques, etc.).

**3. Le vide et ’espace de Fock des cordes**

L’espace de Fock des cordes se construit & partir de **’état fondamental** ou **vide** |0), qui correspond a la corde & son
état le plus bas d’énergie (sans excitation). A partir de cet état fondamental, les opérateurs de création o » générent des états
excités.
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**Exemple de création de particules :**

Considérons la **corde bosonique** quantifiée. L’état de base |0) est un état ou la corde est a ’état fondamental. En appliquant
un opérateur de création comme o’ |, on obtient un état excité qui correspond & un **boson** de moment k*, similaire & une
particule dans la théorie quantique des champs :

|etat excité) = ot ]0).

Les états excités peuvent étre interprétés comme des particules correspondantes aux différents modes vibratoires de la corde, par
exemple, un **graviton** (pour une corde fermée) ou un **photon** (pour une corde ouverte).
**4, Lien avec les opérateurs de champ**
Les opérateurs de la théorie des cordes peuvent étre vus comme une **généralisation** des opérateurs de création/annihilation
de la théorie quantique des champs. En QFT, les opérateurs a' et a créent et annihilent des particules dans des modes de
fréquence définis. Dans la théorie des cordes, les opérateurs o, et a¥ agissent sur les **modes vibratoires** de la corde, et ces
modes peuvent étre interprétés comme des **particules** ayant des propriétés telles que la masse, le spin, et la charge.
**Résumé**
| Caractéristique | Théorie quantique des champs (QFT) | Théorie des cordes | | |

| -| | Opérateurs de création/annihilation | Agissent sur des champs ponctuels | Agissent
sur des modes de vibration de cordes | | Type d’objet | Particules ponctuelles | Corde (objet étendu) | | Structure de ’espace de
Fock | Espace de Fock basé sur des modes de champ | Espace de Fock basé sur des modes vibratoires de la corde | | Etat de base
| Vide de champ | Vide de corde (corde a I'état fondamental) |

En résumé, oui, en théorie des cordes, les opérateurs agissent effectivement sur un espace de Fock, mais cet espace est basé sur
les **états excités** des cordes, et non sur des particules ponctuelles comme en QFT. Les opérateurs de création/annihilation de
corde générent des états excités qui peuvent étre interprétés comme des particules, mais qui sont en réalité des modes vibratoires
d’une corde quantifiée.

Souhaites-tu approfondir un aspect particulier de ces opérateurs ou des calculs d’amplitudes dans ce cadre ?

user En théorie des cordes, les cordes s’étendent-elles dans ’espace ordinaire ou s’enroulent-elles autour des dimensions com-
pactifiées 7

ChatGPT En théorie des cordes, les cordes peuvent **s’étendre dans I’espace ordinaire**, mais elles peuvent également **s’enrouler
autour des dimensions compactifiées™* selon la fagon dont les dimensions supplémentaires sont traitées dans la théorie.

Voyons cela de maniére plus détaillée :

**1. Cordes dans ’espace ordinaire (espace non compactifié¢)**

Les cordes s’étendent dans les **dimensions non compactifiées** de l'espace-temps. Dans le cas de la **théorie des cordes
bosoniques** ou de la **supercorde™*, Iespace-temps a généralement 10 dimensions : 9 dimensions spatiales et 1 dimension
temporelle. Parmi ces dimensions, seules **certaines** sont compactifiées, et les cordes peuvent **vibrer librement** dans les
dimensions non compactifiées.

- Par exemple, dans la théorie des cordes en 10 dimensions, les cordes peuvent se déplacer et vibrer dans ces 9 dimensions
spatiales et 1 temporelle; tout comme les particules dans la théorie quantique des champs, mais avec 'important ajout qu’elles
sont des objets **étendus**, non ponctuels.

**2. Cordes enroulées autour des dimensions compactifiées**

Les **dimensions compactifiées** sont des dimensions supplémentaires qui sont repliées ou "enroulées" sur elles-mémes & des
échelles extrémement petites (de I'ordre de la longueur de Planck, ~ 10735 meétres). Ces dimensions compactes sont souvent
décrites par des **variétés** complexes comme des **tori** ou des **variétés Calabi-Yau** (en théorie des cordes super-
symétriques). Les cordes peuvent se **replier ou s’enrouler autour de ces dimensions compactifiées**, et cet enroulement joue
un role fondamental dans les propriétés physiques des particules.

**Cordes ouvertes et fermées™*

- **Cordes ouvertes** (celles avec deux extrémités) peuvent s’enrouler autour de dimensions compactifiées, ce qui modifie leurs
**états d’énergie** et affecte les particules associées & ces cordes (par exemple, les photons dans le modéle de type I de la théorie
des cordes).

- **Cordes fermées** (sans extrémités, formant une boucle) peuvent aussi s’enrouler autour des dimensions compactifiées, et
ce processus peut étre lié & des **états de Kaluza-Klein**. Ces états correspondent & des excitations **discrétes** des modes
associés a I’enroulement des cordes autour des dimensions compactes. Par exemple, un **graviton** dans la théorie des cordes
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peut se manifester & la fois dans les dimensions non compactifiées (comme une particule ordinaire) et dans les dimensions
compactifiées (comme une excitation liée a la topologie de 'espace compact).

**3. Conséquences de I’enroulement des cordes**

Les **dimensions compactifites** ont des effets directs sur la physique observable :

- **Spectre de particules** : L’enroulement des cordes autour des dimensions compactes génére des **modes discrets™*
d’excitation. Ces modes correspondent & des particules de **masse** et de **spin** spécifiques.

- **Modele de Kaluza-Klein** : Si les cordes s’enroulent autour de ces dimensions compactifiées, elles peuvent produire des
**particules supplémentaires** dans les dimensions non compactifiées. Par exemple, I’enroulement d’une corde peut générer des
**particules de Kaluza-Klein**, qui sont des modes excités associés a la géométrie des dimensions compactes.

- *¥*Roles des dimensions compactifiées** : La taille et la forme des dimensions compactifiées influencent les propriétés des
particules et des forces. Par exemple, des dimensions compactes petites peuvent expliquer pourquoi certaines interactions
(comme la gravité) sont **plus faibles** que d’autres forces fondamentales.

**4. Modéles et exemples de compactification**

- **Cercle (Tore) compactifie** : Si une dimension est compactifiée en forme de cercle (un tore), une corde fermée peut s’enrouler
autour de ce cercle. L’excitation de cette corde donnera naissance a des particules qui auront des **propriétés différentes** de
celles associées aux dimensions non compactifiées.

- ¥*Variétés Calabi-Yau** : En supercorde, les dimensions supplémentaires sont souvent compactifiées sur des **variétés Calabi-
Yau**, des espaces trés complexes qui permettent de conserver une certaine symétrie de supersymétrie dans la théorie. Ces
variétés influencent la maniére dont les cordes interagissent avec l’espace-temps et générent les différentes particules et interac-
tions.

**Résumé**
- ¥*Cordes étendues** : Dans les dimensions non compactifiées, les cordes peuvent **vibrer librement**, et leurs modes de
vibration correspondent aux différentes particules dans notre espace-temps observable. - **Cordes enroulées** : Dans les

dimensions compactifiées, les cordes peuvent **s’enrouler®* autour de ces dimensions supplémentaires, générant des modes
excités qui donnent naissance a des **particules supplémentaires™*. - Les dimensions compactifiées jouent un role essentiel dans
la ¥*structure** des particules et des interactions en théorie des cordes.

Souhaites-tu explorer un aspect plus détaillé de 'impact des dimensions compactifiées sur la physique des particules ou des
modeles spécifiques de compactification (comme les variétés Calabi-Yau) ?

user Les calculs sont-ils plus compliqués en QFT ou en théorie des cordes ?

ChatGPT En général, les **calculs en théorie des cordes™* sont considérablement **plus compliqués** que ceux en **théorie
quantique des champs (QFT)**, en raison de la nature étendue des cordes et des dimensions supplémentaires qu’elles impliquent.
Toutefois, cela dépend du contexte et de "approche que I'on adopte. Voici quelques raisons pour lesquelles les calculs en théorie
des cordes peuvent étre plus complexes que ceux en QFT :

**1. Nature étendue des cordes vs particules ponctuelles™*

**QFT** : En QFT, les objets fondamentaux sont des **particules ponctuelles** qui interagissent & travers des **champs
quantifiés**. Les calculs peuvent étre réalisés avec des **diagrammes de Feynman** qui représentent les interactions de ces
particules au moyen de **vertices** ponctuels. Cela permet de simplifier les calculs dans la plupart des cas, en particulier dans
des approximations perturbatives.

**Théorie des cordes™ : En revanche, dans la théorie des cordes, les objets fondamentaux sont des **cordes étendues** (qui
ont une longueur et oscillent dans différentes directions de ’espace-temps). Cela implique que les interactions ne se produisent
pas & des points particuliers mais se déroulent sur des **surfaces & deux dimensions** (appelées **worldsheets**) qui dépendent
du **temps** et de "**espace**. La description des interactions nécessite donc une **géométrie complexe** et des calculs
d’intégrales sur ces surfaces, ce qui augmente la difficulté.

**2. Dimensions supplémentaires**

¥*QFT** : Les théories de QFT se déroulent typiquement dans un nombre **fixe et réduit** de dimensions (souvent 4 dimensions
: 3 spatiales + 1 temporelle). Les calculs sont réalisés dans cet espace & **dimension finie**.

**Théorie des cordes** : La théorie des cordes, en revanche, est formulée dans des espaces-temps avec un **nombre élevé
de dimensions** (généralement 10 ou 11 dimensions dans la supercorde), dont certaines sont **compactifiées** a des échelles
extrémement petites. Le traitement de ces dimensions compactifiées ajoute une **complexité géométrique** significative, car il

)%
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faut résoudre des équations pour **compacter** ou "enrouler" les dimensions internes et prendre en compte leur impact sur les
interactions.

**3. Calcul des amplitudes de diffusion**

¥*QFT** : En QFT, les **amplitudes de diffusion** sont calculées a ’aide des **diagrammes de Feynman**. Ces diagrammes
sont relativement simples & calculer, en particulier dans des théories renormalisables. Les calculs sont réalisés en évaluant les
contributions des diagrammes de Feynman et en appliquant les régles de la théorie.

**Théorie des cordes** : Dans la théorie des cordes, les **amplitudes de diffusion** sont beaucoup plus compliquées. Au lieu de
simples diagrammes de Feynman, il faut calculer des **amplitudes de diffusion & partir de I'intégrale sur les worldsheets**, qui
décrivent les interactions de cordes. Cela implique de résoudre des **équations différentielles complexes™* liées & la géométrie
de ces surfaces, d’intégrer sur des espaces de dimension élevée et de traiter les **interactions non-perturbatives**.

**4. Calculs non perturbatifs**

**QFT** : En QFT, les calculs sont souvent réalisés dans un cadre **perturbatif**, ou I’on développe les interactions en séries
de perturbation. Cela permet de limiter les calculs & des ordres relativement bas et de rendre les résultats accessibles.
**Théorie des cordes** : Bien que la théorie des cordes puisse aussi étre traitée perturbativement (par exemple, en développant
en séries de la constante de couplage), il existe des **phénoménes non-perturbatifs** (comme les **instantons**, les **branes**,
ou les **solitons**) qui compliquent encore la situation. Ces phénomeénes nécessitent une approche beaucoup plus **générale**
et ¥*géométrique**, ce qui rend les calculs extrémement difficiles.

**5. Superposition d’états et quantification des modes de vibration**

¥*QFT** . En QFT, les particules sont quantifiées en termes de **modes de champ**, et les opérateurs de création et
d’annihilation agissent sur ces modes pour produire ou absorber des particules. Les calculs sont relativement standardisés a
travers ’**analyse des propagateurs**.

**Théorie des cordes** : Dans la théorie des cordes, les cordes sont quantifiées par des **modes de vibration** dans les différentes
directions de 'espace-temps. Le calcul des **états excités** de la corde (qui correspond a des particules) nécessite une **analyse
géométrique complexe** des modes de vibration et de leurs interactions, et les états de **superposition** de ces modes sont
généralement plus difficiles & gérer que ceux en QFT.

**6. Solutions exactes vs approximations**

¥*QFT** : Dans QFT, des théories exactes existent (par exemple, la QED) et peuvent étre calculées avec une **bonne préci-
sion**, grace & des techniques d’approximation, de régularisation et de renormalisation. Les calculs sont bien maitrisés pour de
nombreuses théories.

**Théorie des cordes™* : La théorie des cordes est généralement formulée dans un cadre ou les solutions exactes sont **rarement
disponibles** en raison de la **complexité géométrique** et des **dimensions supplémentaires**. Par conséquent, les calculs en
théorie des cordes nécessitent souvent des approximations et des approches **non perturbatives** plus sophistiquées.
**Conclusion**

En résumé, **les calculs en théorie des cordes** sont **beaucoup plus compliqués™* que ceux en QFT, en grande partie en
raison de :

- La **géométrie complexe** des cordes et des **dimensions supplémentaires**. - L’intégration sur des **surfaces a deux
dimensions** pour décrire les interactions des cordes. - La nécessité de prendre en compte des phénoménes **non perturbatifs**
et des **topologies complexes**.

Les **calculs en QFT** sont plus simples et bien établis, en grande partie grace a 'utilisation de **diagrammes de Feynman**
et & des techniques de **perturbation** qui permettent de calculer les amplitudes de diffusion de maniére relativement directe.
Cela dit, les deux théories visent & unifier la physique fondamentale, et la **théorie des cordes** est considérée comme 'une des
approches les plus prometteuses pour une **Théorie du Tout**, bien que de nombreux défis restent & résoudre.

Si tu veux explorer davantage 'un ou l'autre des aspects spécifiques de ces calculs, n’hésite pas & me le dire !

user Y a-t-il un lagrangien dans la théorie des cordes 7

ChatGPT Oui, en théorie des cordes, il existe effectivement un **Lagrangien** qui sert de base pour décrire I’évolution dynamique
des cordes. Ce Lagrangien est crucial pour définir 'action du systéme et dériver les équations du mouvement des cordes. Voici
une explication plus détaillée :

**Le Lagrangien de la théorie des cordes™*

Dans la théorie des cordes, le Lagrangien est basé sur la dynamique des cordes, qui sont des objets étendus. Le but est de décrire
comment les cordes évoluent dans ’espace-temps, en tenant compte de leur étendue dans deux dimensions (environ 1 spatial et
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1 temporelle dans un espace-temps 2D, et plus généralement 2D dans le monde des cordes).

Le **Lagrangien** de la théorie des cordes peut étre écrit sous une forme générale comme suit :

**Lagrangien de la corde bosonique** : Le Lagrangien de base pour la **théorie des cordes bosoniques™* (c’est-a-dire une version
simplifiée de la théorie des cordes, sans supersymétrie) est donné par :

4730/ / d*o V=hh*"9, X", X,
Ou : - S est l'action de la corde. - o' est le paramétre de **couplage** qui est lié a la longueur de la corde (c’est 'inverse
de la **tension** de la corde). - 0% (avec a = 0,1) représente les **coordonnées sur le monde-sheet** de la corde (I'espace
dans lequel la corde évolue). - X*(o) sont les **coordonnées de la corde** dans l’espace-temps, ot p va de 0 & 9 dans un
espace-temps de 10 dimensions (si on considére une théorie des cordes bosoniques avec 10 dimensions d’espace-temps). - h?® est
le **tenseur métrique** sur le monde-sheet de la corde. - 9, X" représente la **dérivée** de la position de la corde par rapport
aux coordonnées sur le monde-sheet.

S =—

**Interprétation et structure du Lagrangien®*

1. **Le monde-sheet** : La **surface bidimensionnelle** (ou monde-sheet) sur laquelle la corde évolue est paramétrée par les
coordonnées o (celles-ci représentent des paramétres du monde-sheet). Une corde est décrite comme une **fonction de ces
parameétres** qui évoluent dans l’espace-temps en fonction de X*.

2. **Termes dynamiques** : Le terme 0,X"0,X,, représente la dynamique de la corde, c’est-a-dire la variation de sa position
dans ’espace-temps. En termes physiques, cela capture 'idée que la corde peut vibrer dans toutes les directions de I’espace-temps.
3. **Métrique du monde-sheet** : Le facteur /—hh? sert & définir la géométrie du monde-sheet et a le rendre invariant sous
les transformations **conformes** (transformations qui préservent les angles mais modifient 1’échelle), ce qui est un principe
fondamental de la théorie des cordes.

4. **Couplage et longueur de la corde** : Le facteur o’ est directement lié & la **longueur de la corde**. Dans cette formulation,
la longueur de la corde est inversément proportionnelle & o’. La tension de la corde, liée & o, détermine la nature des excitations
de la corde.

**Lagrangien en présence de supersymétrie**

Dans les **théories de supercordes** (comme la théorie des cordes type I, type ITA, type IIB, etc.), ou il y a une **supersymétrie**
qui relie les bosons et les fermions, le Lagrangien est plus complexe et inclut des **termes supplémentaires** pour décrire
les fermions. Le Lagrangien de la **supercorde** contient des **champs supersymétriques™* et des termes pour décrire des
interactions entre les cordes et leurs excitations fermioniques. Ces termes sont souvent intégrés dans un **supermultiplet**.
**Exemples de termes supplémentaires dans le Lagrangien**

En fonction du modéle de corde spécifique que 1’on considére (bosonique ou supersymétrique), le Lagrangien peut contenir :

- **Terme de couplage gravitationnel** : Cela permet de lier la corde a la **gravitée**. En effet, la théorie des cordes est
naturellement une théorie qui inclut la **gravité quantique**.

- *¥*Supertransformations et interactions supersymétriques** : Dans les modéles supersymétriques, des termes supplémentaires
apparaissent pour décrire des interactions entre fermions et bosons.

**Conclusion**

Le Lagrangien en théorie des cordes sert & décrire la dynamique des cordes en termes de leurs excitations et de leurs interactions
avec I'espace-temps. Il contient des termes qui décrivent les cordes comme des objets **étendus**, contrairement aux particules
ponctuelles en QFT. Les calculs & partir de ce Lagrangien sont généralement plus complexes, en raison de la nécessité de traiter
des **surfaces & deux dimensions™* (les **worldsheets**) et de gérer les interactions dans un espace-temps multi-dimensionnel.
Si tu veux explorer plus en profondeur la structure du Lagrangien dans une **théorie des supercordes** ou d’autres détails
mathématiques, fais-le moi savoir !

user Dans la théorie des cordes, les bosons et les fermions sont-ils tous deux représentés par des cordes et si oui y a-t-il des
différences entre les cordes qui représentent des bosons et celles qui représentent des fermions ?

ChatGPT Oui, **dans la théorie des cordes supersymétrique (supercordes)**, **bosons et fermions** sont **tous deux représen-
tés par des cordes**, mais il existe des **différences importantes** dans la maniére dont ils apparaissent a partir des **états
vibratoires** des cordes.

**1. Cordes pour bosons et fermions : méme objet, états différents**

La **corde elle-méme** est le méme objet fondamental : une **corde ouverte** ou **fermée** qui vibre dans un espace-temps
4 10 dimensions. Ce qui détermine si I’état correspond & un **boson™* ou a un **fermion**, c’est **le mode de vibration** de
la corde et le **secteur quantique** dans lequel elle se trouve.
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- Les **bosons™* apparaissent comme des **états excités** de la corde avec une certaine symétrie (statistique de Bose). -
Les **fermions** apparaissent comme des **états excités différents**, avec une structure quantique particuliére (statistique de
Fermi).

**2. Supersymétrie et sectors NS/R**

La **supersymétrie** dans la théorie des supercordes impose qu’a **chaque boson corresponde un fermion**, et vice versa.

- Dans les **cordes ouvertes**, il existe deux grands secteurs : - **Secteur Neveu-Schwarz (NS)** : les **états de corde sont
bosoniques**. - **Secteur Ramond (R)** : les **états de corde sont fermioniques**.

- Dans les **cordes fermées**, on combine les secteurs gauche et droite : - Par exemple, **NS-NS** donne des bosons (comme
le graviton), - **R-R** donne des bosons spéciaux (champs de jauge de type Ramond), - **NS-R** et **R-NS** donnent des
**fermions™* (comme le gravitino).

La distinction provient donc des **conditions aux bords** et des **modes de vibration fermioniques** sur le monde-feuillet de
la corde.

**3. Différence dans les conditions aux bords**

Les **cordes bosoniques** et **fermioniques** différent aussi par les conditions aux bords imposées aux champs sur le monde-
feuillet :

- Les **coordonnées X* (o, 7)** sont toujours bosoniques (décrivent la position de la corde). - On ajoute des **champs fermion-
iques ¥* (o, 7)** pour obtenir la supersymeétrie. Ceux-ci ont des conditions de **périodicité différentes** : - ** Anti-périodiques**
: secteur NS (bosons), - **Périodiques** : secteur R (fermions).

Ces différences conditionnent le **spectre des états** que ’on obtient aprés quantification.

**4. Résultat : méme corde, différents états quantiques**

Au final :

- 11 **n’y a pas une corde pour chaque type de particule**, mais un **seul type de corde** dont les **états vibratoires différents**
donnent lieu & : - Des **bosons™* : graviton, photon, gluons, etc. - Des **fermions** : quarks, leptons, gravitino, etc.

La **structure de la supersymétrie** garantit que chaque boson a un partenaire fermionique dans le spectre, ce qui est une
**propriété fondamentale** des théories de supercordes.

**Résumé rapide**

| Aspect | Bosons | Fermions | | | | -| | Secteur | NS (ou NS-NS) | R (ou NS-R, R-NS) | | Statistiques | Bose-
Einstein | Fermi-Dirac | | Mode de vibration | Excitations classiques | Excitations supersymétriques | | Conditions aux bords |
Anti-périodiques pour ¢ | Périodiques pour 1 | | Origine | Etats vibratoires de la corde | Autres états vibratoires, liés par la

SUSY |

Si tu veux, je peux te montrer comment les modes vibratoires d’une corde donnent naissance & un graviton ou a un électron par
exemple — ou te détailler un secteur précis comme NS-R !

user Le fait qu’on n’ait jamais observé de particule supersymétrique ne remet-il pas en cause la supersymétrie ?

ChatGPT C’est une question tout & fait centrale — et oui, **le fait qu’on n’ait jamais observé de particule supersymétrique**
remet **partiellement en cause les modéles de supersymétrie les plus simples**, mais **pas nécessairement le principe de
supersymétrie lui-méme**, ni son role dans la théorie des cordes. Voici pourquoi :

**1. Supersymétrie "brisée" dans notre univers**

En théorie, si la **supersymétrie (SUSY)** était **exacte™*, chaque particule connue aurait un **partenaire supersymeétrique**
de **méme masse** — ce qui est manifestement faux, car on n’a jamais vu de "photino", "gluino", ou "selectron".

Mais les théoriciens ont depuis longtemps supposé que **la supersymétrie est brisée** 4 une certaine **échelle d’énergie** :

- Si les particules supersymétriques sont **trop massives**; elles sont hors de portée des **accélérateurs actuels™* (comme le
LHC). - Les modéles dits de **SUSY brisée*™* prévoient des partenaires lourds (parfois & plusieurs TeV), ce qui rend leur détection
difficile.

**2. SUSY en théorie des cordes vs SUSY en physique des particules**

Il est important de distinguer deux niveaux :

- ¥**SUSY dans la nature (basse énergie)** : celle testée au LHC, qui vise & résoudre des problémes comme la hiérarchie des
masses, la matiére noire, la stabilité du vide, etc.

- ¥SUSY dans la théorie des cordes™* : c’est une **symétrie fondamentale** du formalisme, qui assure la **cohérence matheé-
matique** (absence d’anomalies, graviton massless, etc.), méme si elle est **brisée dans notre univers & basse énergie**.
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Donc **méme si la SUSY n’est pas visible expérimentalement & basse énergie**, elle **peut rester essentielle dans les théories
fondamentales™*, tout comme la **symétrie électrofaible** est brisée mais structure les lois de I'interaction faible.

**3. Ce que disent les résultats expérimentaux**

- **Le LHC n’a trouvé aucune particule supersymétrique jusqu’a maintenant™* malgré une recherche trés active. - Cela
**exclut** les modéles les plus simples de **SUSY a basse énergie** (comme la MSSM minimal), mais pas les **modéles plus
complexes**  ou ceux avec SUSY brisée & haute énergie. - Certains scénarios de **SUSY "split"** ou "high-scale" restent viables,
mais moins accessibles expérimentalement.

**4. Alternatives ou compléments & la SUSY**

L’absence de SUSY observée encourage les chercheurs a explorer :

- D’autres extensions du Modéle Standard (comme les **modéles composites**, les **technicouleurs**, ou les **dimensions
supplémentaires**). - Ou & accepter une SUSY trés brisée, jouant un role uniquement **a haute énergie** (comme dans la
**cosmologie primordiale®*, "**inflation**, ou la **string theory**).

**Conclusion**

L’absence de détection **pose probléme aux modéles de SUSY & basse énergie**, mais ne **détruit pas** la supersymétrie
comme principe fondamental. Elle reste une **idée théoriquement puissante**, notamment pour :

- la **cohérence des supercordes**, - la **quantification de la gravité**, - la **structure des champs et des interactions fonda-
mentales**.

Et on ne peut pas exclure que des **expériences futures** (ou une physique au-deld du LHC) réveélent ses effets & des échelles
plus hautes.

Si tu veux, je peux te montrer des exemples concrets de modeéles ol la SUSY est brisée, ou comment elle agit dans le spectre
d’une supercorde malgré sa non-observation directe !

user Une théorie des cordes sans supersymétrie est-elle possible ?

ChatGPT Excellente question ! Une **théorie des cordes sans supersymétrie** est **mathématiquement possible**, et a méme
été historiquement la **premiére version** développée — mais elle présente de **sérieuses limitations physiques**, ce qui explique
pourquoi **la supersymétrie est aujourd’hui considérée comme essentielle** dans les théories des cordes cohérentes.

**1. La corde bosonique : une théorie sans supersymétrie**

La toute premiére version de la théorie des cordes était la **théorie de la corde bosonique** :

- Elle vit dans un **espace-temps & 26 dimensions**. - Elle ne contient **que des bosons** dans son spectre. - Elle posséde un
*oraviton™*, ce qui suggére qu’elle contient la gravité.

**Mais** elle souffre de plusieurs défauts majeurs :

- Elle contient un **tachyon** (particule de masse imaginaire), signe d’une **instabilité** du vide. - Elle ne contient **aucun
fermion™*, donc **aucune matiére** réaliste. - Elle ne permet pas d’intégrer la **structure du Modele Standard**.

C’est pourquoi cette théorie est **incompléte** en tant que description de notre univers.

**2. Pourquoi introduire la supersymétrie 7**
L’introduction de la **supersymétrie** sur le
propriétés bien meilleures :

- Elle vit en **10 dimensions** (plutdt que 26). - Elle supprime le **tachyon** du spectre. - Elle permet l’apparition de
**fermions™* (matiére), en plus des **bosons** (forces). - Elle rend la théorie **anomaly-free** (pas de contradictions mathé-
matiques), ce qui est essentiel pour une théorie cohérente.

**monde-feuillet** de la corde donne naissance & la **supercorde**, qui a des

**3. Les 5 théories de supercordes**

1l existe cing grandes théories **supersymétriques** cohérentes :

- Type I - Type ITA - Type IIB - Heterotique SO(32) - Heterotique E8xES8

Toutes ces théories ont besoin de la **supersymétrie** pour **fonctionner correctement™* — pour ’absence d’anomalies, la
cohérence quantique, et la présence de particules réalistes.

**4. Théories non-supersymétriques explorées**

1l existe toutefois des **modéles de cordes non supersymétriques** (appelés "non-susy strings") :
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- Ils sont parfois construits en **cassant la SUSY explicitement** par orbifold ou compactification. - Certains peuvent étre
**tachyon-free** dans certaines configurations spécifiques. - Mais ils sont souvent **instables™*, **moins prédictifs**, et **moins
élégants mathématiquement™*.

Ils sont étudiés en théorie des cordes, notamment pour explorer des univer
le notre, apparemment).

s **non supersymétriques & basse énergie** (comme

**Conclusion**

- Oui, une **théorie des cordes sans supersymétrie est possible**. - Mais **sans supersymétrie**, on perd **1a stabilite**, **les
fermions**, et **la cohérence mathématique** a long terme. - C’est pourquoi la **supersymeétrie est largement considérée comme
indispensable** & une théorie des cordes compléte et cohérente — méme si elle est **brisée dans notre univers observable**.

Si tu veux, je peux te montrer comment les tachyons apparaissent dans la corde bosonique ou comment la SUSY supprime ces
instabilités !

user Le dilaton de la théorie des cordes correspond-il & une réalité observable ?

ChatGPT Excellente question ! Le **dilaton** est une particule prédite par la théorie des cordes, mais sa **réalité observable**
dépend de plusieurs facteurs. Voyons ¢a en détail.

**1. Qu’est-ce que le dilaton 7**

Dans la théorie des cordes, le **dilaton** est un **champ scalaire** (spin 0) qui :

- Apparait naturellement dans le **spectre de la corde bosonique** et dans les **supercordes** (type I, ITA, IIB, hétérotiques).

- Est lié a la **valeur du couplage de la théorie** :
= o(®
e

ou ¢ est le dilaton.

Donc, la **valeur moyenne** du dilaton détermine **la force d’interaction entre les cordes** — c’est un **paramétre fondamen-
tal** en théorie des cordes.

**2. Le dilaton comme particule physique**

Quand on quantifie les fluctuations autour de cette valeur moyenne, on obtient un **champ dynamique**. Il peut, en principe,
étre une **particule observable**, comme n’importe quel autre boson.

Mais. .. on ne ’a **jamais détecté** expérimentalement.

**3. Problémes liés & 'observation du dilaton**

Le dilaton pose plusieurs **défis** en tant que particule physique observable :

- Il **couple universellement** & la matiére (comme le graviton), donc il pourrait **modifier la gravité**. - Il pourrait produire
des **violations du principe d’équivalence**, ce qui est **fortement contraint expérimentalement**. - S’il est **1éger**, il devrait
déja avoir été détecté (il agirait comme une "cinquiéme force"). - S’il est **massif**, il pourrait étre **invisible aux énergies
actuelles** (et/ou avoir été stabilisé via des mécanismes dynamiques dans le modéle).

**4, Stabilisation du dilaton**

Pour éviter les problémes expérimentaux, de nombreux modéles de cordes introduisent un **mécanisme de stabilisation™* :

- Le dilaton regoit une **masse** par des effets non perturbatifs (comme les **instanton™*, la **condensation de branes**, ou
des **flux** dans les compactifications). - Une fois stabilisé, il **ne varie plus** dans ’espace-temps, et devient pratiquement
**indétectable a basse énergie**. - Il peut aussi étre **gelé** dans des scénarios cosmologiques (modeéles de type KKLT, LARGE
volume, etc.).

**5. Le dilaton dans la cosmologie et la physique au-dela du SM**

Meéme s’il n’a pas été observé, il peut jouer un réle important :

- En cosmologie, comme **champ d’inflation** ou dans des modéles d’**énergie sombre**. - Dans certaines extensions du
Modeéle Standard, des **particules scalaires légéres** (similaires au dilaton) sont explorées, parfois sous forme de **modulus**,
**axion-like particles™*, ou **scalar dark matter**.

**Conclusion™*

- Le **dilaton est une prédiction robuste** de la théorie des cordes. - Il **pourrait correspondre & une réalité observable**, mais
**on ne ’a jamais détecté**. - La plupart des modeéles réalistes supposent qu’il est **stabilisé** (donc pas observable directement
aujourd’hui), ou **trop massif ou trop faiblement couplé** pour étre vu. - Néanmoins, il reste un **élément central®** dans les
dynamiques fondamentales de la théorie.
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Si tu veux, je peux te montrer comment le dilaton entre dans 'action effective en 10D ou comment il modifie la gravité dans un
cadre 4D compactifié !
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