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On a un tableau de données X à n lignes et p colonnes. Chaque ligne représente un individu et chaque colonne une variable. Ce
tableau représente un ensemble de points dans un espace de dimension p.
L’analyse en composantes principales consiste à projeter ces points sur un sous-espace de dimension q < p tel que les projections
des points soient le plus écartés possible.

1 Cas q = 1 : projection sur une droite

Soit u1 un vecteur unitaire (tu1u1 = 1) de cette droite.
Les projections de ces n points sur cette droits sont :

C = Xu1

L’écartement de ces projections est mesuré par une valeur appelée inertie que l’on calcule par la formule :

tCC = tu1
t
XXu1

Le problème consiste donc à maximiser tu1
t
XXu1 sous la contrainte tu1u1 = 1.

On définit le lagrangien :

L(u1, λ) = tu1
t
XXu1 − λ1(tu1u1 − 1)

On a alors :

�

∂L(u1,λ1)
∂u1

= 0⇒ 2(tXXu1 − λ1u1) = 0⇒ tXXu1 = λ1u1

�

∂L(u1,λ1)
∂λ1

= 0⇒ tu1u1 − 1 = 0⇒ tu1u1 = 1

u1 est le premier vecteur propre de tXX et λ1 la valeur propre correspondante.

2 Cas q = 2 : projection sur un plan

Le plan de projection optimal, c’est-à-dire celui qui maximise l’écartement des projections, contient nécessairement la droite
optimale considérée dans la section précédente. Ce plan est donc défini par le vecteur u1 déterminé précédemment, et par un
autre vecteur u2 que nous devons trouver.
On cherche u2 tel que tu2

tXXu2 soit maximal, sous les contraintes tu2u2 = 1 et tu2u1 = 0.
Le lagrangien correspondant est :

L(u2, λ2, µ) = tu2
tXXu2 − λ2(tu2u2 − 1)− µ(tu2u1)

En écrivant que la dérivée partielle de ce lagrangien respectivement par rapport à u2, λ2, µ est égale à 0, on obtient :

�
tXXu2 = λ2u2

�
tu2u2 = 1

�
tu1u2 = 0

u2 est le deuxième vecteur propre de tXX associé à la deuxième valeur propre λ2.
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3 Cas général

On peut montrer que le sous-espace de dimension q pour lequel les projections des points représentés par X sont le plus écartés
est défini par les q vecteurs propres de tXX associés aux q plus grandes valeurs propres.
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